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VOLUME 1
LICAO 1 - Resolucio de triAngulos quaisquer

1)
a) sen135° =sen45°= 10,7071
b) cos175° = —cos5° = —0,9962
¢) sen105° =sen75° = 0,9659
d) cos120° = —cos60° = 0,5000
e) sen150° = sen30° = 0,5000

f) cos140° = —cos40° = 00,7660

2) Temos o seguinte tridngulo:

A

120°
30° 30°
B 6m c
Pela lei dos senos, temos:
6 ; 6 )
sen120° senx?:-ﬂ” - ﬁ :% = 03=6=x=2V3
2

Portanto, cada um dos lados congruentes medem 2+v/3 m.
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3) Pela Lei dos Senos, temos que:

BC  AB

sen A sen

5 AB

sen48° sen 107°

5 AB
sen 48° B sen 73°
5 AB
0,7431 0,956
- 4,78

00,7431
AB = 6,4325

4) Pela Lei dos Senos, temos que:

a b a b2

= =
sen45® sen60° 2 2

a=bvV2 (1)
Usando a hipdtese dos problemas, temos que:

b=V2+1-a (2)

Substituindo (2) em (1), temos que:
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a= (V2+1—a)V2

a=2+V2—-aV2

2+42
f_I:
1+42
a_2+v’i 1—V2
1+v2 1—-v2
2—2J24++2-2
= 1-2
a=+2
5) -
a) x = 10042
b) x = 9,1555
c) x =59616
d) x =45°

6) Construindo um esbogo do AABC, temos que:
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Pela Lei dos Cossenos, temos que:

atl=b%+c2—2bc.cosA

2
(\E) =224+ ¢%—2.2c.cos60°
1
?=4+c2—4c.5

T=4+c?-2c
3 =rc%—12c

¢2—2c—-3=0
Resolvendo a equacdo do segundo grau, obtemos:
c=3 ouc=-1

Portanto, ¢ = 3.

7) Pela Lei dos Cossenos, temos que:
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@ =102+ (8V2) —2 .10 . 8Y2 . cos45°

V2
a? =100 + 128 — 160V2 . -

a® =228 — 160

a=v68 =2v17

Portanto, a medida do terceira lado é 2v/17.

8) Pela Lei dos Cossenos, temos que:
32=42+22-2.4.2. cosa

9=16+4—16cosa

16cosa =11
11
cosa = 16'='0,6875
a = 47°

Portanto, A mede aproximadamente 47°.

9) Observe que se CD = x, entdo AC = x+/. 3_ Agora, no AABC teremos ACB = 45°, pela lei dos senos,
obtemos
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AB AC

sen 45°  sen 60°

30
X = — metros

V2

Dividindo o resultado por V2, obtemos

10) Pela lei dos cossenos, temos

2
BD? =3 +22 -2 .43.2.cos30°

BD =1 rm

Como BD = DC, temos AC = AD + DC = 3 cm e, novamente pela lei dos cossenos, chegamos a

BC? = J:f +32—2.)/3.3.cos30°

11) Sejam os pontos T, S e E os representantes das cidades e do epicentro e ES =d, a
distancia entre Sendai e o Epicentro, pela lei dos cossenos, teremos que:

d =320 +3602—2 ., 320 . 3580 . 0,934

d= 1.-"321}:+3502 — 2. 320 . 360 . 0,934

d = \.'rSEDE +3602—-2,32.36.934

d= 1,,-'|32'D2 + 360° — 215100

d =130 km

E a velocidade média foi de

130
V= = 600 km/h

0
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Alternativa E.

12) Seja o ponto I, a ilha do grupo dos sacerdotes. Como sdo trés pontos nao colineares, temos o
seguinte tridngulo:

Ponte partindo do ponto P

2400 x 2400 x
= | = —
sen75° sen60® 096 3
2
2400 +3
r=———.—
096 2
xr=2125m
Ponte partindo do ponto Q
2400 _ ¥ 2400 X
sen7se  sendst . 096 NE
2
2400 43
X=—.—
0% 2
r=1730m

Assim, temos que a ponte @7 é menor do que a ponte PT.
Logo, a diferenca entre as pontes ¢

2125—-1750 = 375m
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Construindo a ponte menor, teremos uma economia de 37 500 por unidade monetaria.

LICAO 2 - Trigonometria na circunferéncia

)

120°

a) 2w - —= mcm
360
90 T

b) 2m - = —cm
360° 2
45 _m

¢) 2m -—==—cm
360° 4

260° 3
2700 3w
2 ~——=—ocm
g) 260 2

2)
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1800 m

ﬂ:} a30°® ZTZEﬂId

b) 45° ==>= Zrad

c) ED":%—% ad

d) 120° = =+ = = rad

¢) 135° = 3 - 45° = >~ rad

f) 150° = 5 - 30° =>"rad
g) 225° = 5 - 45° = rad
h) 300° = 5 - 60° = rad

3) a) 2 - 180° = 360°

b) 180°
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f) === 135°

2) 7.180° _ o100
) 11.5130 _ 3300

4)

a) 400° =360°. 1+ 40°
b) 720°=360°. 2 +0°

¢) 1000° =360°. 2 + 280°
d) %rud = 27. 13+§

¢) %Hrﬂd=2n. 9+g

LICAO 3 - Relacdo entre graus e radianos

)

12
== 3rad

2) Como medida do comprimento desta circunferéncia é 2r - 8 = 16w cm, a medida do comprimento do

arco é
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60° -
360° ¢ T 3 m

3) Se o movimento realizado completasse uma circunferéncia, o comprimento da trajetéria seria 2 - 50 =

100w cm. Porém, a trajetdria envolve apenas uma parte dessa circunferéncia. Temos, entdo, que o
comprimento desse arco é

F _ 100 _ 2bm

g 2

cm

4)

a. 2nr = 400,seguequer = 200/t = 63,7m.
b. Acada 400 m temos 360°. O comprimento total de cada treino é, em metros,

12 - 160 = 1.920 = 4 - 400 + 320
Assim, a medida do arco é

4 - 360° 320 360° 1728°
T %00 B
5)
6)
7) Como 18780° =52 - 360° + 60°, significa que o pneu deu 52 voltas completas mais 60°. Isso significa

que o angulo central determinado pelo ponto A e o ponto P mede 60°, ou seja, estes pontos e o centro
da roda formam um triangulo equildtero. Assim, a distancia entre os pontos Ae P ér.
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Figura 1 - Posig¢do Final do Preu.

8) Esse exercicio requer descobrir o simétrico de cada arco em relagdo ao eixo x. Para isso, basta, a partir da
origem do circulo trigonométrico, seguir no sentido horario, ou seja, é necessario apenas subtrair de 360°
ou 2 rad o arco em questdo.

a) 360° — 25° = 335"
b) 360° — 315° = 45°

3w 7w
C} 2w —? =? rad

9) Perceba que nesse exercicio, diferente do anterior, o eixo de simetria é o eixo y, assim, basta tomar como
ponto de partida 90° ou 270°, analisando, de acordo com o quadrante, qual operagdo deve ser realizada.

a) 90°—(110° —90°) = 70°, pois 0 angulo pertence ao segundo quadrante.

b) 270° + (270° — 220°) = 320°, pois o dngulo pertence ao terceiro quadrante.

10)

a) —180° — —180° + 360° = 180°
b) —240° - —240° + 360° = 120°
¢) —137° — —137° 4 360° = 223°
d) —500° = —140° + 360° = 220°

e} —620° — —260° + 360° = 100°
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LICAO 4 - Razdes trigonométricas na circunferéncia

1) Como a € ao primeiro quadrante, entdo 0 < sena < 1. Assim,

temos que:

0<2m—-7<1

—=m=4

2)

sen75° - c0s327°- tg138°  (+):(+):(-)
sen 269° - tg 288° ()

Portanto a expressao ¢ negativa.

LICAO 5 - Cotangente

1) Sabemos que

—1<cosfi=<1.

Assim, temos que:

-1=2k+3=1

—2<k<-1

2) Como 0 <sena < 1, a ¢ um arco do primeiro ou segundo quadrantes.

No intervalo [0, 97|, que equivale a quatro voltas e meia no circulo trigonométrico, passaremos cinco
vezes por cada um destes quadrantes, ou seja, sdo 10 solugdes.
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3) (ENEM 2013) Chamamos de [ o lado da base quadrada do prédio.

[
tg15 =m

Assim, temos que:

l=29,64m

Portanto, a area é (29,64)? = 858,73 m?2.
A resposta ¢ a alternativa E.

VOLUME 2
LICAO 6 (5) - Relagdes fundamentais

114 m
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1) Notando que% < x<m=cosx < 0, temos:

e ’ 16 {9 3
o5y = —y1—senix = — 1_E=_ E=_E

4
SEMN X [
t _——— e - —
B = osx 3 3
1
3
Wy f5X_ 5 _ 3
mgl_senx_ 4 T4
5
1 1 5
secx—msx— 3 3
5
1 1 &
COSSEC X = e
5

2)
1 1 3
cotgx = mx 1212
5

3
Notando que m < x < Tn = secx < 0, temos:

| 144 {169 13
secxy = — /14 tglx =— 1+E=_ E=_?
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1 1 13
COSSECY = —— = ——— = — —
SEMN X 12 12
13
2
3) Como cotgx = o comm > 1, temos que:
1 1 1 m—1 m-1 (m-1nm
B Coeotgx Z2ym 10 2Ym 0 zvm Zm
m-—1
Para calcularmos cos x, temos que:
SO S
Cos“x =
14+ tg?x
1
sy = ——————
1+ (m—1)*
dm
1
cos® x =
dm+ (m—1)2%
d4m
. 4m
cos“x =
d4m + (m — 1)2
5 4m
cos“x =—————
m? +2m+ 1
5 dm
oS x = ————
(m+ 1)
+ 4m
wsx =% [———
(m+1)?
2vm
cosx =1

m+1
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4) Para calcularmos sen® x temos que:

1 1
EDSI_SEEI_E
1 8
2y =1= 2y =1 ==
senc x cos< x 3-79

E para calcularmos tg® x temos que:

tglx=sec’x-1=9-1=8

Entao:
fx42. g’ B+ 16 b2
= sen” x . x=— -—
¥ g 9 g
5) Solucio 1: Calculando tg x, cos x temos que:
X 1 7
B = cotgx 24
. 1 1 576 24
— — — == e
O i« 1439 625 cosE 25
276
Apgora, calculando vy, temos:
7 24 7
y = [Ex. COEX B (ﬁ)[‘ﬁ] T35 __ﬁ
T (14 cosx)1l—cosx) [, 24 24 49 7
(1-%)(+3%) =

Solucio 2: Simplificando ¥ e depois calculando o valor da expressao:

senx oo 1 -
COSX - SENX ———
= = = =cossecy = —y/l1+tcotgrx=— [1+——=—
4 {1+cosx)(1—cosx) sen’x senx v & 449
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2
6) Como cos x = = entio temos que:
=]

COS“X = ——
25

E pelo Teorema Fundamental da irljgonomeiria, temos que:

seni.h:—i—l costx =1 i
T 25 - 25 25

Resolvendo y, temos que:

}r=|{1+tgzx}3+|:1—tgixji=(1+ﬂ:}z+(l—ﬂ)z=(25)2 (”)I—% =

4 4 4 2] T 16
914 457
T 16 B

7) Transformando em um sistema, temos que:

IE. cosx +senx =—1 (1)
cosx +sen‘xr=1 (2)

De (1) temos:
senx =—1—3.cosx (3)
Substituindo (3) em (2), temos que:

cos?x+(-1-3.cosx)* =1

=c0s’x+ 1+ 6cosx+9cosxr=1
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= 10cos’x +6cosx =0

cosxy = () ou oSy = —

(A Y]

Substituindo os valores de cos x em (2), temos que:

senr=-1—-3.0=-1

Portanto, temos duas solugbes:

Si={cosx=0¢ senx=—1}

e [ 3 clr]
7 = CIJS.t’——E [ =] SEI:'IJ('—5

8) Como cos® x + sen®

x =1, temos que:

(Zm+1+(dm+ 1P =1=24m*+4m+ 1) +(l6m* +8m+1) =1

=20m*+12m+1=10

Resolvendo a equacdo do segundo grau, temos que:

-12++144-80 -12+8

m =

40 40
1 1
= = —-— = ——
m m UM 10
9) Como cos® x + sen® x = 1, temos que:
z 2 o z

) +(3) =1=’?+%=15 16x2 + 9y? = 144
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10) Como cossec® t = cotg? t + 1 ecotgt = ﬁ, temos que:

2z

2 5 2 25
(2) =(2) +125 =S +15 227 =225+ 922 > x%y? - 9x? = 225

11) Como a® + b2 = (a + b)% — 2ab, temos que;

y = (sen® x)* 4 (cos® x)? = (sen® x + cos® x)* — 2sen® x cos® x

= 1% - 2(senxcosx)® =1 — 2m?
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LICAO 7 (6) - Arcos notaveis

1) semnl53® —sen—=-22
12 12

Usando a formula [, & I, = R, temos que

by = 1*,'5' {35' — 4R — R}

|
lys = w,R{ZR — J 3R%)
—
2 = [R(2R - BY3)

Como B = 1, temo: gus:

—_—
;o= | i)
”—..‘3—'-.3

Aszim, temas gue:

sen;i":T_ 7
Para calonlarmos o cos 157, temes que:
—_—
- i | ] " 3—'-,'1 '.'IE +'-,lg
e0515° = cos—= [1 -sem2—= [1- =
12 v 12 2 2

Para calonlammos o tg 15°, temos que:

ll _—
con X wel—3
m_ Sy T3 —

12 I:I:‘E-:I_EI I.-'IE + ."."3- ..|'E + 1.-'? Yy 2 + '-.'T

—
w2-+3 _ (2-F

gl =1
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b i
2) sen—=-=
3 ¥

=

Usando a formmla lsp, e [y = RvZ, temos que:

Ig= JR(ER —JaRT —2R?)

I, = JR (2R — J2R?

Iy = JR{ER —RVI)

Como R = 1, temos que:

Assim temos quoe:

Para calcularmos o {:usg: temos que:

|r— z—wz J2+42
E-DE— —SEII" 2
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Para calcularmos o tg%. temos que:

E como

Entio, temos que:

2-7

5 _ .7
T y2—42 =
smﬁ_% V242 |2—-..-"§
ms% *-."IE'l"-.-"E ..,I'g.|_.,’.f_ 42+-.-"§
2

2—v2 2-42 (2-42)

2

2442 2442

; m_ |2—"..'2
gs_qz+

3} Dando valores a k. temos:

Ek=0=x=1tg0=10
i1 3
k=1=x=tg—-=+3
3
2
k:2=x:m§:—ﬁi
Ek=3=>x=tgm=0

4
k=£1-=rx=tg?=w'r§

o
k:S::rx:tg?:—v'?

k=6=>x=tg2r =0

Entio, temos que:

A={—/3. 0, V3]

22 2
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Dando valores a k do conjunto B, temos:

E=0=x=cos0=1

m 2

kzlzu::l:ns;:T

m
k—Ezu:—l:nsi—ﬂ

3 2

k=3=x=cos—=——
4 2

k=4=>x=cosm=-1

50 2

k=5=x=cos—=——
4 2

3
k:En::rJ::cns?:{}

Fii3 w‘rﬂ_
k= ?:u:—l:ns?—?

k=8=x=cos2r=1

Entio, temos que:

AnB=1{-10,1}
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4) Dando valores a k do conjunto A. temos:

k=0=x=5s5en0=0

1
k=1=&x=sen§=—

2
k=2 ox—sent= ¥
= ::x—seng—g
k=3=&:u:=senE=1

2

2 \I"i
k—tl:&x—sen?—T

ST

1
k:S:&:n::sen?zi

k=6=x=senw=0

7
k=?=:r:|:=SEl'l—ﬂ:=—1
G 2
4 3
A::E::r:n::sum—:—£
3 2
3
ﬁ:="5‘=:':|:=5E11?H=—1
=
k=lﬂ=rx=sen5—ﬂ=—1"—
3 2
11x 1
A:—llzrx—sen?——i

k=12=x=sen2ax =10
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Dando valores a k do conjunto B, temos:

k=0=x=cos0=1
k=1=x=cos

k=2 =x=cos

am )
k=3=x=cusT=——

2

k=d4=2r=cosm=-1

o V2
.F|:=5==-x=cn:-;T=——

2

am
k=6=x=cus?=ﬂ

—
m
k=T=y=co5—=—

4 2

k=8B=x=cos2Zn=1

Entao, temos que:

AnB={-1,0,1}

LICAO 8 - Reducio ao 12 quadrante



1)
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]
Vi
sen 120" = san &0° :?
sen 180° =0
—
w3
sen 240° = —sen 60° = -
NZ
sen 315° = —sen 45° = -
18 b '.,I'E
SEN— = Sen—=—
4 4 2
T " 1
sall— — — SEn— —= ——
B z
=
]
SEl— — —sem— = — 22
2
cos90® =0
=
Wa
cos 135° = —cos 45° = -
1
cos 240° = — cos 60° = -=
o
i
cos 3307 = cos 307 = <
o _ T '.-'E
COS— = T oo0s o= -
11x T W3
COS—— = CO5— — —
6 A 2
i o 1
cos— = — ':DET: -3

3)

a)

b)

a)
b)
c)
d}
e)

tg120° = —tg60° = —/3
tg225° —tg45° =1
tg240° = tg60° =3
tg300° = —tg60° = —/3

tg;:=—tg§= ~1

t .:Ii'_ r[_ ..l"_.:_
B — W=7

tg% =tg%= 1,.'?

sen720° = =en " =0

cos 1170% = cos 20° =

c) tg3540° =tg300° = —tg60° = —3

d)

sen 3930° = sen 330° = —sen 30° = _i

3 v
SeN— = 58— = s&n— = —
4 2
AT " 1
COS— — C0S— = —
b 6 2
29 5T "
ST =D = v

5) B = 180° 4 45° = 225°
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6) A expressic

(cos 165° 4+ sen 155° + cos 145 — sen 257 + cos 35° + cos 157)

& equivalente a

(— cos 15° + sen 25° — co5 35° — sen 25" + co535° + cos 15° ) = 0

Portanto, a resposta € a alternativa C.

U]

m+ 1 2
= ¢os5 3015° = cos 135° = —cos 453° = —£
m— 2 2

Assim temos que:
2(m+ 1) = —/Z(m — 2)

PW2—a4—a+2y2 6/2-8 3T 4
4_2 -~z

W2-2 2f2-2
m= >

(2 + '..-"E+E'. .'..-

-2
v B -2

t31f b3

Portanto, a resposta € a alternativa B.



9)

a)

b)

h)
i)
i
k)

1)

a)
h)
c)

d)

h)
i)
J
k)

1)
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cos 178% = —cos 2°
cot LL g cot z
8% Be
s&nH = —sen™
B B
Sir T
SEN— = —SEn-—
4 4
sen 251° = —sen 71°

sen 1247 = sen H6°

St T
Cos— = —C0sT
3 3
CGSH = —CDSE
fa &

tg 290° = —tg 70°

1lmw T
COS5eC—— = —COs5eC—
] &

im T
ey =~y

5 T
8 = s

sen 261° = —cos9°

senﬂ = CGSE
3 &
S T
SeN— = s5en-—
b [}

Sir g
SeN— = —C{0s—
3 &

cos 341° = cos 19°

CI}S:E_R = sen£
3 &
i T
CO0S— = —C0S—
i &
msﬂ = —SEIZ'IE
3 [

tg151° = —tg 29°

tg— = —cntg%
im T

tg— = —th

tg— = —cntgf
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. i
10) Come cos x > 0 temos x ou no I oune IV quadrante. Ao considerarmos x + 7 ficaremos com o

novo arco no [ ouno I7 quadrante. Qualgquer um deles tem seno pesiive e mesmo valor em
modulo.

Sendo assim, temos que:

T 3
EE“{I-'-E]:E
11)
a) cossec— 1 _1_2_2%
Zi_:nni_*'__’_\'ﬁ_ 3
B z
COS = —cos :—_—-
b) 150° 30" ”’:
¢) o _ [?_“_ }__ r__ 1 __1__2__ 83
seC_— = —sec| ——® sec, = m%_ Pl o o
2
1im _ m_ W
d) g -=-wg=-3
5 1
8] sen— = —sen— = ——
3 3 2
s P O
ﬂ ntgl_cm:gl_sr.ni_?_?_l
]
E o— T o— L —_—— 1 [
g) cossec325° = —cossec35° = ——— = ——— = —1,74337
h) cos147° = —cos33° = —0,8387
i 1 1
1) sec250° = —secT0® = — =— = —2,92398

cag 0 034z0

h Eﬂiﬁ = —sen=
11)

4-..'1 + l..'i
1) ——
4

= 4T
b wI2+yd
:I 2
] 240 — 53T
210
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—IH++3
d) .

-7

&

€]

427 - 11T + 70

ﬂ 1=

13) Desenvolvendo a expressio, temos que:

[-:-::55&-:%+ 5en§} {5911% — sec g]l

+1 V21
1 2/l 2 1
2 2

(2+3)(3-2)

2

—

o

-4

+

%

ta | wn
[

—20 + 5v2

Portanto, o resultade da expressao é

—20 + 52

T + T T i 3
I:{'DEEEEEl Sen J[EEII. SeC }— 1

& 4 3

14) cotz 330° < cotg 120° < cotg 60° < cotg 210°
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15) Notemos que:

. » - T .
Com iss0, x € congruo a—. Assim, temos que:

r 2 2 4+42
+1=

T
seny +tex = sen—+ te—
= 4 tgq_

3 2

16) Temos que 1200° = 3.360° + 120° Entao

cos 1200° = cos 120° = —cos 60° = —3

17) Observe que:

19%7 12w 7w Fii3
= +—=2In+—

. - lem . . 7w
Assim, podemos conchur que — € congrue a—.
Logo, temos que:
19T m ('.7"1'1.' } T 1

SEN—— =Sen— = —Sen|——m
[+ 6 6
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LICAO 9: AVALIACAO I DE MATEMATICA
1)

= & & &,
ui | o3 i | 4= o | o d= | w ui | o= ui | 03

L=
ot

h)

= | 02

2) Pela Lei dos Senos no APRS, temos que: P

100 PS
sen30°  sen 120°

120" e

F5 = 10043 :
10
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Utilizando novamente a Ler dos Senes, mas agora, no APQS5, temos que:
F
100V PQ
sen90°  sen 30°

PO = 5073

Portanto. a resposta € a alternativa B |
J) Pela Lei dos Cossenos, temos que:

32 =4>4+32%_2 .4.2. cosa
O=16+4—16¢Cco5x

locosa =11

- 0,6875
cosax =—=2»0,
16

o= 47"
Portante, 4 mede aproximadamente 47°.
4) Existem trés casos para analisarmos:
1° Caso: A = 90°
Como cos 90° = 0 (a justificativa ficara para os proximeos capitulos). Entdo temos que:

b2+ ¢ —2bc.cosA = b2 + 2 — 2bc.cos90° = b2 + 2
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Assim temos:

a’ =b*+¢*
Portanto, o case 1 € verdadewro. Resulta com o Teorema de Pitagoras.

2* Caso: A agudo

Supendo que A < 90°, e seja H o ponto perpendicular ao segmento AB passando pelo vértice C,
talque h =CHe g = AH.

SejaB < 90°e HE = ¢ — g. Aplicando o Teorema de Pitagoras nos AHCA e AHBC temos que:

bBE=h*+g° e a’=h+(c—g)°

Ou ammda

hzzbz—g: g hz=|:13|—-[|:'—3_:;']2
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Pela 1gnaldade, temos que:
b*—g:=a’—(c—glre=b*—g*=n*—c*+2cg—g*
2

=b*=a’-c*+2cy

=a’*=b*+c*—2cg

Pelo AHCA. temos que:

. ca g .
A=—=—<g=>b. A
coS hip ~ b g cos

Assim temos que:

a’ =k +c° —2cg = a* = b* +c* — 2bc.cosA

Se B = 90°e HE = g. Aplicando o Teorema de Pitigoras nos AHCA e AHBC temos que:

b*=h*+{c+g)° ea” =h*+g4°

Ou amda,

hP=b"—(c+g)° e hi®=a”—g°

Pela 1gualdade, temos que:
b*—(c+g)i=a*—g*=b*—c*—2cg—g°=a*—g°
= b*—¢? - 2cg = a*

=a®=b*—c*— 2cg
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Pele AHCA, temos que:

cos i — O _c+g
“hip b

:g:b.msﬂ—c

Assim_ temos que:
uzzb:—cz—zcgﬁﬂ:=b2—c:—2c.{b.msﬁ—cj
= a®=bh*—c?—2bc.cosA + 2c?
=a?=0b*+c?—2bc.cosA

3° Caso: A obtuso

Supondo A = 90° e seja H o ponto perpendicular ac lado AB vindo do vértice €. tal que h = CH e

g=AH.

H g A C B

Pelo Tecrema de Pitagoras aplicado aos AHAC e AHBC temos que:

b*=h®+g" e a® = h* + (c + g)°

Ou amda,

h:=b"—g" e h® =a®—(c+g)°
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Pela 1gualdade, temos que:
b2—g2l=a’—(c+g)t e b2—g?=a®—c2—2cg—g°
=b®=a®—c*—2cg
=a’=bh*+c+2cy

Como BAC > 90° temos que:

cos BAC = — cus{lﬂﬂ“ - HEE] — —cos HAC

Pelo AHAC, temos que:

Hic——= _4§ b HAC b.cosA
COs _hIp_b:g_ « OS5 = - L COS

Assim temos que:

a* =b*+ ¢+ 2cg = b* +c¢® — 2bc .cosA

B oD

5) No AABC, temos que:

AB 2

30° = — — =
wen Ac  AC
AC = 4m

Como AB = 2 m, entdo a altura do degrau vale:
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E a lipotenusa do degran vale:

AC

4 2
Quantidade de Degraus 6 3™
Assim_ o3 degraus possuem os seguintes valores:
) T 2
~.3
1 \
3 \""-._
-H'"\-.\_H--H-
] S

4 1
Pr=——=
O

3

==
9

E]

X =—
3

Portanto, a extensiao da escada € a altemmativa E.
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6)

a) tg290° = —tg 70°

11w
b} cossec = =

c) ‘L'E%TI: —tz

D g =t

T
4

2

T

— COSSEeC—
i

7} sec&0® = sec330° > sec210° = sec 120°

8) Altemativa D.

2

1 1
¥=
cossecx +cotgx  cossecxy — cotgx
1 1
F=71 Cos X 1 Cos X
SeNX SEenxY Senx Senxy
1 N 1
Y =T F¥cosx  L—cosx
senx senx
Sen x SENnX
:I.-':
1+ cosx 1—rcosx
senx +cos® xsenx —cos xsenx + senx
Z

1l —cos*x



Instituto Cidade de Deus
Gabaritos - NMatematica 2° EM

y==8

10) Dica: Dividir por cos® x, pois assim surgird a tangente em nossa hipotese.

Assim_ temos que:

2
SENKCOSX = —
2
SENXCOSX =
cos x cos x
te 2 1
I=_.
5 cosTx
2 3
X =—.3eC° X
tg 5

E como sec® x = 1 + tg° x, temos que:
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tgx =—.(1+tg°x)

LA tsa

Ll

2 -
tgx =E+ tg= x

z2 . 2
——ftg " rx+tgx——=10
58 5%Y73

Como € uma fun¢io de segundo gran, temos uma formula para a soma e o produto.

2
c 5
Produto = —=—=1
a _2
5

Portante, a resposta & a alternativa B.

VOLUME 3
LICAO 10: Fun¢oes trigonométricas 1

LICAO 11: Fungoes trigonométricas 2

LICAO 12: Funcgdes trigonométricas 3
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a) A fungdo seno ¢ uma funcdo impar Vx € R, pois

senx = —sen(—x)
Como por exemplo,
T 1
seny =3
T 1
sen(—%) =—73
6 2
Entao:
T 1 s
sen =5 = —sen(—g
b) A fungdo tangente ¢ uma fun¢do impar Vx € R, pois:
tgx = —tg(—x)
Como por exemplo,
T 3
t =
8™ 3~
s V3
tg(=g)=—73
Entao:
T 3 s
g =3 =—t18(=7)
¢) A fungdo cossecante ¢ uma fun¢do impar, pois:
cossec x = — cossec(—x)
Como por exemplo,
T
cossec, = 1
s
cossec (— E) =-1
Entao:
s s
cossec, = 1 = —cossec (— E)

d) A funcdo cosseno ¢ uma funcao par Vx € R, pois:
cos x = cos(—x)
Como por exemplo,
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T 1 T 1
€os ;= ,~ e (oS (- 6j-= 5~
Entao:
T 1 I8
CoS == == COs (— gj'
2) -
a) p(f)=2n 1
In(f) = [—1.1} \ flz) = sen(x)
4 i 2 i ; 2 J\ x
-1
Figure 1 - & grafico do fungeo (%) = seh X
b) p(f)=2m
Im(f) ={—11}
¥
/“\f[_y: | co=la /’\
5 -4 -3 - 40 1 v g B T ox
-1

Figure 2 - O grafico do fungeo f(X) = cos x
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O p(f)=x
T :
Figurz 3 - O grafico do funcoo f(X) =t x.
d) p(fl=m
¥
\ \ 14 \ \
B N T T T N R) B B S R B

Flz) cote(ax) )

Figura 4 - O grafice da fungde [{X) = cotgx.



Instituto Cidade de Deus
Gabaritos - Natematica 2° E

e) p(fl=2m
In(fl={f(x)eR|f(x) = —1ouf(x) =1}

U U

Figure 5 - & grafice do funcee f(X) = pec i
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D p(f)=2n
In(f) = {f (x) ER| f(x) < —1ou f(x) = 1}

¥

3

2

Figura & - O grafice da furgao f{%) = cossec x.

g pifl=mn
Im(f) ={—11}

Figura 7 - O grafice da funcae f{X) = sen 2x.



Instituto Cidade de Deus
Gabaritos - Natematica 2° E

B) p(f) =
Im(f) = {0.1}

¥
7

flx) = |cos(x)

Figuro & - O grafice da fungae {5 = |cosx|.

D p(f)=2n
In(f) = {~1.1}

f}/ 5 4 \':\_'.-/D/ﬁ 2 1 \-6/'7 2 5 X
=i

Figura 9 - O gréfico da funglo f(x) = sen (x -3

1) p(fl=4n
fm(ﬂ ={-L1}

///_I-_\ Fix) A [ -'.u .: _"_ﬂ-ﬂ"’ﬂ
,‘-5/'—?/ -3 -2 =" o 1 z 3 4 5 B T 2 o ox
-1

Figura 10 - @ grafics do funcse f(X) = cos §
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K p(f)=n
In(f) =R

D p(f)=rn
Inifl=R

Figura 12 - 0 grofico do fungge f{x) = 2 + 19X

3}
a) D{fi=R
b) Na tangente temos que:

T T T
Ex:‘:—+i":ﬂ:'-x:t1+k5
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Portanto, temos que:

w

D{f]:{xE]]t|xi4

+i'-:g. i'-:EE}

c) D{fl=R
d) Natangente temos que:

T

1T
IxF—+k *
TESFRT= X F

o
+k—
3

Portanto, temos que:

'3 T
D[f]:{rE]]R|x$E+i'-:E. kez}

e} Nacotangente temos que:
:r.: w
——Fk +-+k
X-gFET=x F o+ ko

Portanto, temos que:

D{f]:{rEm|xig+kﬂ. kez)

f) Na secante temos que:
T T T
2x¢3+ kit = x # =+ k=

4 2

Portanto, temos que:

T m
D(f)=[xe]l&|x¢z+k5. k ez
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g) Natangente temos que:

UL SN T SO SN S T SO S L
——— = —4+— = — = — 4 k=

Portanto, temos que:

D{f}—[tEﬂE|—+RE, kEE]

h) Na cossecante temos que:

+—= k= = ——4 kn
X I X

Portanto, temos que:

D[f}={xEIH‘.|x==—%+k:r, kel

4)
— - -
1 |1+cnsx 1 |1+cnsx 1 ||1.+msx Cos X |1 4+ cosx
1+secx |1—cosx 1 "J1—cosx cosx+1'|1—cosx cosx+1 .1—cosx
A 1 *rosx COS X A
; -
W (1 +cosx).costx | {1+ cosx).cos?x | cos? x
B j{l — cos x)(cosx + 1)2 N \|{1 —cosx)yicosxy + 1){cosx + 1) N J{l —cosx)(cosx + 1)
| 2 |'
| cos®x cos? x -
fcot = L
.Jcnsi.t—l |sen?-.:u: coleT X = Colgx
3)
; sen? x . sen? x + cos?® x , ,
tgex + 1  osfx _ oS’ x _sen"x  sen"x
cotgZx + 1 cos?x ] cos Zx+sen’x cosix 1—senmtx

_I_
Sen: x Sen® x
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n — 1432 n®—2n+1 , , ,
n ne _n—2n+1 ] _rt—2n+l

n — 1\2 ni—2n+1 n  ‘Zn—-1  2Zn—1
1-({— 1 ——

_m-1)?
T oZn-—1

6) Alternativa E.

7) Alternativa A.

8)
—1=2m-5=1
—1+5=2m=14+5
4{ ‘:E
2~ -2
2=m=23
9)
t+ 2
—-1= =1
2t—1

-1.(2Zt—1)=t+2=1{(2t—-1)

“t+1=r+2=<2r-1

-+ 1-2=r=2t—-1-12

—2t—-1=t=2t—-3

—2t—-1=<t ou t=2t-—3
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10) Como va® — 5a + 4 = 0, entiio temos que:

at—Sa+4=0

Fazendo o esiudo de sinals, temos que:

11) Como 2 — m = 0, entdo temos que:

12) Sabemos que a imagem da secante é I, (f) = [f(x) e R | f{x) = —1ou f(x) = 1}.

Assim, temos que:

dm—-2=-1=2m=

| =

im—-2=1l=m=1

1
Portanto, m = Enu m = 1.

13) Na funcio cossecante, a imagem é [, (f) = {fix) e R | f(x) = —1ou f(x) = 1].

Assim, temos que:

2m—1
1_3m£—1=‘&2m—15—1+3m=‘&—:ra£-ﬂ=ﬁm:_=ﬂ

2m—1
1 Emzlﬁzm—lzl—3m=r5m32=-ml_‘

L pa
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2t —1 : -
. 0 denominador & diferente de zero, entdo temos que:
d

Como a funcio cossecx = Toam
— X

1—-—3m=10

—3m # -1

m ¥ =

Pnﬂanm-ﬂﬂmﬂtinu%imzf.
14)

a) x=§+kn.kez

b) Nao existe

c) NMNio existe

d x=T+kn ke

g) x=2km, kEE

) x=7+2kn, keL

VOLUME 3
LICAO 14 (13): Transformacoes 2



1)

Instituto Cidade de Deus
Gabaritos - NMatematica 2° EM

\IE \IE '-."E 1
a) cos15° = cos(45° — 30°) = cos 45°.cos 30° 4 sen 45°.sen 30° = S t53
- '-.|'E+ \IE
T 4
¥v3 W2 W2 1
b) sen105° = sen(60° 4+ 45°) = sen 60°. cos 45° + sen 45° . cos 60° = S5t
_ Vi +42
T a4

tg 45° & tg30° 1+— 3443
gasrrgar s 3043

c) tz75% = tg(45 +3U}=1—tg+5".tgzn"_ 1-1."'—3_3--"5
. a_ 1 1 I S o
d) =sec2B5° = 5ec7h _fnsFE'_cni[-‘rE"+3D"j_-.-'ﬁ_—-."f_xﬁ + 2
1 1 1

e) cotg 165° = —cotg15° = ——— = ~ g5 —30%) = =G -tgin
1+ tz 45tg 30

W3
1 1+1— 3+43
=TT T e (V3 =-2-43
_ 3
].+J..I"IIT3

f) sec255° = —sec75° = —(v6 + V2) = -6 -2

1 1 1

cossec 15° = = =
8 sen(45% — 307 sen45°.cos 20 — sen 30%cos 457

sen 15°

1 . . .
" sen45°.cos30° — sen30°.cos45° m — Je-vz  yB-vZ Vo6 + V’E
22 2’z T
2)
1 +tgd. tgB 14+2.1 1+2 3



3)

1)

3)
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4
cosx =+ 1—sen*x =+ |1_E=

25 12
seny = — /1 —cos?y =— l_ﬁ=_ﬁ

| e

4 5 3 =12 G&&
cos{x + ¥) = cosx.cosy — svs-l'nx.serl;!..r=E.E—E,E=E
16 3
cosy = —,/1 — sen? =—/1—E=_E
E i
5
tg}’=_3=—§
5
tex + E 2z 6
gx + tgy 373 -3
tE[x+}’}—l_tgxl tg}“_l_g{_ij_ =1
3 3 9

flx) =sen2x.cosx 4+ senx.cos 2x = sen(2x + x) = sen3x

Assim, temos que: .

D(f) = R [\ D' | /l
ARV IRV,

Figura 13 - Grdfico do fungdo Flx) = sen 3x.




6)

7

8)

9
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SENY = — £=_|| 16 =_E
,)1+tg1x 9 5
".]1+1E|
1 |' 1 4
cosxy = — - P
}1+1:gzx Jl+i 5
16
3 4 24
SEHEI=E'EE"I‘EDSI=2'(_EJ'(_E)=E
144 13 5
cosx = /1+ cotgx = 1+E=?=‘5E“I=E
25 119
cusEx=1—2.5en21=1—2.m=ﬁ

2.tgx 74 336
2r =
BT Tygrx T | _ 49 T 527
576

w x T
Note que— < = < —.
4z 2

f — 76 7
COSX = —1—sen?x = — 1_E=_E
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Portanto, ha 4 possibilidades para seni:

V26 V26 5V26 5426

Y26 "6 TT26 ' 26
11)

a_1 _ z_1 a 1 3 3
cotge==—F2VI=—gatg-=—0.—=—
cena ztgs 2 2 233 3

1+tg2§ 1+ 3 3 "4 2
12)
a) y=2_sen5x+3x. SI;3x=2nsen4x.c051
by y= E.Euij;x . COS Hz_x = 2.cos2x.cosx

c) ¥ = (cos9a + cos5a) — (cos 3a + cos a)

= 2.co57a.co5 2o — 2,005 2a.cos a

= 2.cos2a.(cos 7a — cosa)

2.c052a.(—2.5en 4a.s5en 3a)

= —4, cos 2a.sen 4a . 5en 3a
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d) y=(sena+senb)— [sen{a+b+c)—senc]

a+b a-h a+b+c-c¢ a+b+e-i-c)
= 2.5en . CD5 — 2.58n . 05
z r
i+ a—f T+ & a+h+2c
= 2.5en . CD5 — 2.58n 0
z z 2
i+ a+h+20 a-—-5n
= —2.58n > Cos — COE

at+h+2c+a—k at+b+2c—a+h
a+b I — I —
= —2.5en ;_ .(—2.59]1 ;_ L BET . )

a+ b Za + o 2h+ 2c
= —2.5en —2.5en LSEMn

i+ b a+< b+

e y= seng+ sen 2x = E_SEH(%-F xj.cus(%—x}= 2.sen® (E-i—x)

T T
f) y=cos0+4cosx = E.EDSE L COE (—;) = Z.cos°

g y = (cos2a+ cos0) +cosa = 2.cosa+ cosa = E.cusa(msu -I—%}

T i i 8 a "
= 2.cos5d [EDS a+ cus;] = 2.cos5a [2.:05 (;+ E) .CO5 (; - E)J

a m 4 m
= 4.cusa.cn5{2+ﬁ}.ms{z—6)

h) y = (sen5a + sena) + 2.sen3a = 2.sen 3a.cos 2a + 2.sen 3a

= 2.5en 3a.[cos 2a + 1] = 2.sen 3a. [cos 2a + cos 0]

= 2.sen3a.[2.cosa + cosal = 4.sen3a.cos%a

i) y¥=senx+cosx=senx + sen G—x) = E.SEHE.E{:S{J{ —I—l:) = \-"E.cus(x —E:]
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il ¥ =rcos2x — cos {I—; - 2.1:] = -1 seni:.sen (Ex — L:} = —+2.sen (2_1: - I—::]

sena +senh  2- SE”{E;b]" Enstn;b]

a+h
k) y= cosa +cosh | o L'DSI:E;b}. mi{";“] =18 ( 2 }

13) Temos que:
¥+ vy 13m x—y 1lm
z 1z Tz a1z
Pelo sistema, obtemos que:
24w 2 2m m
ST R A T

Portanto, temos que:

1 (2 13m '_Ilr[) 1 ( 9 + HJ 1(:]+ 1) 1
_}r—z. . SETI 12 . CO% 12)=3 sen 2w SEHE =3 5) =3

14)
x 4+ 5x x — bx
cos x — Cos 5x _25‘3“( 7 jSE“( 7 } sen 3x 3
senx — sen5x x — 5x x + 5x __|:|:|53;u'__g *
2 sen (“—) cos (F5 )
15) Alternativa D.
16)

a)

l1+cos2x 14cos(x+x) 1+cosx.cosxy —senxsenx

2 B 2 a 2
14+cos®y—sen*y 14+cos®x+cosix—1
2 B 2
2 cos?x .
= = CO5- X
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b}
cos2x — 1  2cos®x — 1—-1 2cos?x — 2 2(cos?x — 1)
cos2x + 1 2cos®x — 1+ 1  2cosZx 2rosx
cos’x — 1 —sen’x o2
cosZx  cosix & X
17)
x
BT = X
4 . ]
1—tg 3
E.tg%
1=——>~5
X
l—tgzﬁ

1.[:1—t32%)=2.tg%

1—tg?==2.tg>
EB_ "gE
I:EI Etx+l 0
58T 8T T
Tome tgg = . entido temos que:
—yI—-2y4+1=0

y=-1-+2

_]."3=—l+\.|lri

) y; < 0 entao ndo pode ser o resultado, pois com ele a distancia seria negativa.

Logo, usaremos vy, para descobrir a distancia d, tal que:

J 5
 tg22,5

4 5 5 V241 5241 502+1

VZI-1 VZ-1+vZ+1 4-1 3

=2 (VZ+1)
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VOLUME 4
LICAO 13: Identidades

1)
cos® x sen® x + cos®x
= . 2 - ;2 = : 2 = : z = =
flx) =11+ cotg® x)({1 — cos< x) (1 + en? x) Lsent x ven x senfx = 1= g(x)
2)
) 1 N 1 (cossecx + 1) 4 (cossecx — 1) 2 cossec x
V)= ossecx— 1  cossecx +1 (cossecx — 1) + (cossecx + 1) cossec? x — 1
2 cossecx 2 sen? x 5 1 SEM X > .t
~ cotg?x  senx cos?x  cosx  cosx secx. tgx = f(x)
3)

fla)=(1—tgx)*+ (1 —cotgx)® = (1 B 5’-‘-'111}2 N (l B r.'c:s:cjf

cos x senx

[:IL'I:ISI — 5en sz N (senx — L'us:r)? 1l —2senxcosxy 1-—2senxcosx

COS X SEN T costx send x

2z

1 1 sen® x + cos 1’)

+
costx  senfx

=[l—25enxcuﬁxj( )={1—Esenxcusx}(

costy . senx

1—2senxcosx

costx . senfx

= h{x)

2 2

1 1 SEMNX — CO5 X 1 —2senxcosx
= - : Z = — = =
glx) = (secx — cossecx) (L‘DSI p— x) ( }

= h(x)

COSX . SeNX costx . senix

Portanto, f(x) = g(x).

4)
1—cosx 1l —cosx
x)—glx)=——+senx ——— — tgx
fO)—g() SENX . COSX tgx 8
1 —rcosx cosx (1 —cosx) senx
=———+senx — -

SENX . COSX 58N X Cos X
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1—cosx+sen’y .cosx —cos®x (1 —cosx) —sen®x

3ENX . CO5X

1 —cosx+ (1 —cos®x).cosx —cos®x (1 —cosx) — (1 - cos®x)

Eenxy. Cosx

1—cosx4cosx—cos*x—cos®x+cos®x—1+cos?xy 0 3
SENX . CO5X SENX . CO5X
5)
a)
5en (E - :J:) r.'{:ls(E + IJ 55-11E COs X SEI‘L‘{CDSE msE Cos X senE SEM X
4 _ 4 _ 4 i 4 \_ 1 ) 4
(E+ ) (H ] a SEHHEDEI-FSEI'I.‘{EDSH »:.'u:u;]T1:1:u5t~i-5|3:r|rr 560X
sen|— x cosl—— — x - ] — - ] —-.
4 4 4 4 4 4
= = [
v2 V2 2 Y2
5 COSX — 5 SENX —5 COSX — 5 Senx
— — =
= = =
V2 V2 V2 V2
—COSX 4+ —seny —Coosx +—-senx
2 2 2 2
h)
cos Cos x con 1 Sen x
m:-;x.cutgx—senx.tg.r_l+lsen2x= _BENX : Imﬁx—l—sentmsx
COSS5ECY — 580X 2 COSSEC X — 580X ’
z 1 z
COsS X — 58n°x -2 - - 2 -
Y "“LOS X 1 COS° X .COSSECX — SBN° X.58CX .
—1—senxcosx = —1-—senxcosx
COSSEC X — SeC X COSSECX — SBCX
2 2

costx . cossecx —sen®x . secx + (—1 — senx cos x)(cossecx — secx)

COsSs5eC ¥ — SecCXx

cos?x . cossecxy — sen’ X . Secx — COSSECX + SeCX — SENX COS X COSSEC X + SEN X COS X Secy

COS5EC Y — 5ECX

cossecx (cos®x — 1 — senxcosx) 4+ secx (—sen® x + 1 sen x cos x)

COS58C Y — 5E8C X
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2

cossecx (—sen®x — senxcos x) + secx (cos® x + sen xcos x)

CORSEC X — 5B8CX

1
(—sen® x — senxcosx) +
_ Senx COS X

CORSEC X — 5B8CX

(cos®x + senx cosx)

—E5ENYX —CO5X 4+ Cosx 4+ senx

COSS5eC X — 58C X

0
= =)
COSSECXY — 5ECX

6) Paran = 1, temos que:

sen 2™a
n-1 . _ il
cosda cos2a.cosda. . .cos2 =
2% sena
sen 21la
EDSEl_I.ﬂ=1—
21, sena
a sen 2'a
Ccos 2 =
21 sena
sen 2a
Cosia = ———
2. sena

2sena . cosd

cosd =
2. 85ena

CO5 4 = CO5

Com isso, vale paran = 1.

Suponha que vale para n = k, vamaos provar que vale paran = k + 1.
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sen 28F1lg

cosda .cos2a.cosda. ... ccos28l g, cos2ka Y E—
2 . SENd
sen 2fg ok sen 2itly
— st g = ————
2% sena 28+l gen g
sen 2fa ok sen 28+,
— st = —————
2% sena 2E+L | sep g
2R+l zena " sen 2kt
— s g —
2% sena sen 2%a
2.2% sena 2sen2%a . cos2%a
2k
— sk a =
2% sena sen 2%a

2.cos2%a=2.cos2%a

Portanto, vale para n = k + 1, pois chegamos em uma igualdade. Assim, esta demonstrado por
inducio que vale para qualquer n a igualdade abaixo:

sen 2Ma
cosa .cos2a.cosda. .. .cos2lg=———
2" sena

~ (—senx)(— cos x)

(—cotgx)(tg x)

= —S5ENXC0Os5XY
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8)

|
T -2k
- .1:—5 T
s8N X = sen— = ou
5 T dr
x=mwm+—+2kmr=—+4 2kn
5 5
w A
5=[IEE|I=E+2kﬂ ou I=?+2ki‘i’}
b)
2w 1 1
COS5EC X = COSSeC— = = =
Sen x 2
5en
3
2w
x=—+44 2km
2m 3
= geNX = sen— = gt
3 2w i
x=m——+2kn=—_+2kn
3 3
2w m
5=[IEE|I=?+EEH o x=§+2k:r}
c)
x=04+ 2kmw
5enx=senﬂ={ o
x=m+ 2kmw
S={xeR|x=04+2kmr ou x=n+ 2km}
d)
m
x=—+42kmw
T &
SENY = — = 80— = o
2 & T S

Lx=:?—g+2kﬁ=?+2krr



Instituto Cidade de Deus
Gabaritos - NMatematica 2° EM

T b
5=IxEE|I=E+2.Fm ou I=?+2ki‘i’}

)
x=—+2km
2 o
- —— = _—
5B X 5 serli:;r S;ru
I=JI—T+2FL']T

S T
S=[xEE|I=T+EkJT ou x=—1+2kﬁ}

f)

T
X =§—I- 2km
senx=—=sen§=b O

T
x=n—§+2kn

=l
:,'

T 2w
5=IxEE|I=§+2kn ou I=?+2kﬁ'}

T
gl senx =1 = sen 7 entao:

S={xEE|x=g+2kn}

am .
h) senx = —1 = sen Y entan:

am
.5'=[:rEJEL|x=?+2krrI

i) tosxy = cusg =x = :I:E+ 2hkm

5={xER|x=j:%+2krr}
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jl secx-sec—=:-x=—=——m51--ms_=,x_+ L ¥ -
3 CO5 X fns? 3 3

am
5=[IEE|I=:|:?+2;{III

k) cosx =10 =cusg
T
5={xEIR|x=E+kn'}
) cosx=1=rcos0
S={xeR|x=2kn}

m) cosx = —1 = cosmw

S={xeR|x=mn+ 2kn}

1 s
n) cosxy =-—=[Co5—
2 3

5

[x e R|x = +=+ 2kn]

V2 "
o) cosx = S = cosT

5={xER|I=:|:E+2kn}

Sm
5=[IEE|I=:I:?+2FE]TI
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q tgx=1= tg%, entao:

5

xEH|x=E+kn'
i :

143 i N
r) cotgx = V3 tgx =5 3 —tgﬁ,entau

S={xEIE|x=%+kn’]

5 tgx = V3= tg 2—” entio:

2m
5=[1EE|1=?+I{H}

t) tgx =0 =tg0, entio:

S={xel|x=kn)}
u) tg2x =43 = tgr—;==- 2x=§+kn’.ent‘a‘u:

S IEH “+k’r}
=X |x_|5. >

v) tglx =tpx = 2x = x + km, entao:

S={xeR|x =kn}

w) tgix=1= tgr—l: = 3x = E + km, entan:

x) tghx=tp3x=2Sx=3x+kn =>x =k—_:, entao:
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MNote que, se k for impar, entao nao existe tg Sx e tg 3x, portanto:
km
S=[xEIR|x=T+kpar}

9) ‘omandosenx = u e cosx = v, temos:

u+r=1 gy
[u2+ ri=1 (2)

Fazendo (1) em (2), temos que:
W+(l-uf=1=22u*-2u=0
Entao, temos duas possibilidades:
u=0lev=1ouu=1lev=_>0
Para a primeira possibilidade, temos que:

senx=0e cosx =1=x=2km

Para a segunda possibilidade, temos que:
m
senx = le cosx =ﬂ=x=§+2kn
Portanto,

m
5={xER|x=E+2kn' aux=2kn‘}
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1 -
a) senx = :I:;E. entio:

T Sm im T
S=[IEJR|I=E+2!{H o x=?+2kn' aux=?+2krr oux=—g+2kn'1

b) senxisenx — 1) =0=senx =0 ou senx = 1, entdo:
S={IEE|I=I{R ou x=£+2krr}
2
¢) Resolvendo a equagao do segundo grau, temos que senx = 1 ou senx = % entao:

T T 5m
S=IIEIE|1=E+EEJI ou I=E+2kﬁ' o 1=?+2kn]

d 2.(1-sen®x)=1—-senx = 2sen*x —senx —1 = 0.

1 8
Resolvendo a equacao do segundo grau, temos que senx = 1 ou senx = — S entio:

T 3 7w
S=IIEJE|I=E+ZF{H o I=—E+Ekﬂ' (31! x=?+2kn]

e
T
2x =—+ 2km
) 1 m &
=—= — = ou
sen 2x 5 SEHE o
2x=mg——+4 2kmw
G
5 [ R " bk 5H+.i.:}
=1ix |;r—12 Toou I_IlE T
f)
3x == & 2k
r=— T
X V2 T 1
=—= — = e
sen 3x 5 5en‘i E
3x=n—;+2kn’

5 [EH n’+2kn' ?1'+2an
SPFERIy=Hrg ow =g
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2m
5=[1EH|I=?+E!{E ou x=n’+2kn’}
h)

2y =x 4 2km
s8N 2x = senx = gty

r=w—x+ 2kn

m Zkm
5=[1E[E|x=2kn' ou x=—+?}

— —

. W3 V3 .
i) cosix= T C0SX =" ou cosx = ——, entio:

T S
5=[1ER|I=iE+2kH ou x=i?+2kn’}
i)

cosxl(cosx+1)=0=cosx =0 ou cosx = —1, entao:

m
S={xEJE|x=E+Fm uux=n’+2kn’}

k} 1—cos?x=1+cosx = cos®x + cosx = () e recaimos no anterior.
D (Z.cos®x—1)43.cosx+2=0=2 cos’x3. cosx+1=0

- 1 .
Resolvendo a equagao do segundo grau, temos que cosx = —1 ou cosx = — -, entao

im 4
S=[xE[El|x=rr+2Frrr aux=?+2kn' ou x=—+2kn'}
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W3 T T .
- = rose = Ix = j:E+ 2k, entan:

m) cos 2x =

S={xER|x=i%+kn}

nJ
2y =x+4+ 2kmw
COs2x = cosx = fa ]
2xr = —x+ Z2kmw

2k
S=[xEE|x=2krr ou I=T}
w 3 w 14 .
o) Ens(x+6)—I]—n:{:52=5.1'+5—iz+2krr,entau.
4 2
S=IxE[El|x=§+2krr aux=—?+2kn}

p) cos (x —l:) =1=cos0=x —I—: = 2km, entao:

5={xER|x=%+2kn}

q) senx — 3 . cnsx=ﬂﬁw=ﬁ=tgx=ﬁ

Cosx

5={xER|x=%+kn}

7 7 zend x
rl sen‘x = coscx =

— 2 —
ms:x—lf-tg r=1

Resolvendo a equagao do segundo grau, temos que tgx = 1 ou tgx = —1, entao:

T am
S=[;::EIE| x=1+kn' ou I=T+kﬁ'}
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5) tgx+$=2=tgzx—2.tgx+1=ﬂ
Resolvendo a equacao do segundo grau, temos que tgx = 1, entao:

S={xER|x=%+kn‘}

) secfx=1l4+tgx=1+tgx=14+tgx=tgx—tgx =10

Resolvendo a equacao do segundo grau, temos que tgx = 0 ou tgx = 1, entdo:

5={.1‘EJIE{| x = km ou x=%+kn}

11) Fazendo senx = u e cosx = v, temos:

{u+u.w"§=l (1)

u+vi=1 (2)
De(ljvemu=1-w. V3 que, substituida em (2], acarreta:

Z
(1-v.V3) +vi=1242-23.v=0

. V3 . .
Resolvendo a equacao do segundo grau, temos que v = 0 ou v = e Assim, existemn duas

possibilidades:
iy
cosx =0=senx=1¢ x =E-I—2kn'

V3

== = —_1 = ——+4 2knm
CO5 X 2 580N X 9 e X
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LICAO 14: Inequacgdes trigonométricas
1

a) Na primeira volta, temos que:

T T T dm
5={xEIIE|Ecix{n—g}=IxEIE|E{x{?I

No conjunto dos reais:

T 4w
S=[IER|E+2!{I{{.I¢:?+2!{H. keEX

b) Na primeira volta, temos que:

T Sm
5=IIEH|0‘EI{E o ?{I{EHI

No conjunto dos reais:

m 5m
S=jxeR| 2!-:;'?5.1’::;-!- 2km  ou ?+ 2km < x < 2w 4+ Ekﬂ'}

c) MNa primeira volta, temos que:

am am
5=IIE|E|'DEI{T ou T{I{EE}

No conjunto dos reais:

Im Sm
S=[IER|2F€H£I{T+EF€H ou T+ ZFL']'I{I{".EJT-I-EI[{JT}

d) Na primeira volta, temos que:

T 11w
5=[IEE|E‘EI{T
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No conjunto dos reais:

m 11m
5=IIEE|E+ERH£I€.?+2F:HI

3 . N
e] Como g = —1 entdo na primeira volta, temos que:

s [ R m {3:1 3m fm
=4ix |2{".I : 3 < X < a
No conjunto dos reais:
T 3m am im
5={IEE|E+EE'€.I{T+F€E ou ?-l'-kr{ff_r'ﬂ:.T-i-kH

f) Como tgf = +/3 entiio na primeira volta, temos que:

g [ cR m m dm 3:?]
= —<x<— — < x<—
X |3 r<y U S Lxr<y

Mo conjunto dos reais:

n T 4 3T
5=[1E[E|§+Fm-r;xf.i+}m ou T+krrf.:ra:?+kﬁ}

LICAO 15: Fungdes trigonométricas inversas
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1)

1 1
da) o= arcsen;ﬁsena =-e-

—

] V3 .
bl o= arccns‘?ﬁ COE o =?EU = & = I entdo
o =

T
6

o T a
c)] a=arctgl & tga = lE—E{ @ <7 entao

= | H

2)

1
da) Fazendo arc sen— = a, temos:

[

senda = - 5] -

L
b | H
1A
=
1A
ra | o

Assim, temos que:

 —— 1 g 242
cosa = 441 —sen?a = [1_E=J;=%r

2
by Fazendo arc Cos— = d, temos:

Assim, temos que:

) 21 21
sena = +y 1 —cos?a = 1_E= FE=E
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Logo,

tpa =
B COS X

sena V21
2

c) Fazendo arc tg VZ = a, temos:

m T
tga = V2 ——=as—
e, e g SA=3

Assim, temos que:

. tg*a . 2
e Y tg?a 142 3
Logo,

2 \."E

=4 |—=—

SO o 3 3

d) Fazendo arc sen% = g, temos:

3 :I'[d: ::rr
senaf—ﬁ 2 2_41_2

Assim, temos que:

2
T () = o2 [
cose =4y 1 —sen‘« 1 T w.]l 7c 5t = 5
Fazendo arc sen% = fi, temos:
5 M epe®
senfi=13 ¢ —3=f=3

Assim, temos que:

:
c{:sﬁ=+,al—senzﬁ=\(l—(i) _Jl E-jﬁ_ﬁ

13 169 169 13
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Logo, temos que:

4 12

cos{a + f) =cosa .cosff —sena .senff = - .—

3
5°13 5 13 65 65

5
&) Fazendo arc cos— = 4, temmios;

s =— ¢ (0=g=<rm
13

Assim, temos que:

542 25 144 12
sena=+m'1—cuslu=\,l—[—) =\l1 j———

7
Fazendo arc sen— = £, temos:

7 T
senﬁ=ﬁ e —Eﬂﬁﬂ

r | A

Assim, temos que:

742 49 576 24
E{:SE=+-..'1—5EHEIS=J1—(E) =11—E=j———

625 25

Logo, temos que:

(a+ B) N 12 24+ 7 5 288435 323
senfa + f) =sena .cosfi senﬁ.casa—lE.EE 2 13— 325 33%

3
f) Fazendo arc senc =a, temos:

[}
L o
b= A
1)

=1
)
2| A

FEI &

Assim, temos que:
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— 337 g 16 4
cusa=+ﬁ.1—sen3a=jl—(—) = 1= ===

5 \ 25 5 5
£
: senag  § 3
gﬂ_tnsa_i_-'!-
5
Fazendo arc tg1—2=ﬁ.temu5 I:g.:r=%.
Logo,
3 3.5 16
B l+tge. tgf 14+tpa. tgf 1+§ S5 63 63
4° 12 8

LICAO 16: Avaliacio 2
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1)
a) p(f)=2m
Im(f) = {-11}
o
\ /ﬁv\}'[r} = ¢cos(rx) /\
5N -4 -3 - -1 0 1 v 5 6 3
-1
Flgura 1
b) p(fl=m
IL(f1=R
o1
Figura 2
c) plfl=m

Im(f) = {-11}

flz) = sen(2 x)

\_&/_3 "\ 1‘/ d ‘i
-1




Instituto Cidade de Deus
Gabaritos - Natematica 2° E

d p(f) =2n
In(f) = [-1,1)

flxz) = hl'tl(.l" :}I

PN N

15,/ -5 -4 -3 7 -1 0 5 ]
Figuro 4
e} p(fl=n
In(f) = R
v /
2
1
flx)
-5 -2 -1 0 1 3 I
-1
Figura 5
2)
1 1+ cosx 1 1+ cosx 1 14+ cosx Cos X 1+ cosx
1+ secx’ l—cnsr_1+ 1 "1—cosxy cosx+1° /1—cosx cosx+1 . /1—cosx
£OS ¥ oo ¥
3 J(1 + cosx).cos? x B f {1+ cosx).cos®x B cost x
a J{l — cos x)(cos x + 1)2 h J{l —cosx)icosxy + 1)(cosx + 1) - (1—cosx)(cosx + 1)

{ cos? x cos? x
= ,/cotg? x = cotgx

Jcnszx -1 sen? x
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a) Como va® — 5a + 4 = 0, entdo temos que:

a’l—5Sax+4=0

Fazendo o estudo de sinais, temos que:

b} Como vZ —m = 0. entdo temos que:

c) Sabemos que a imagem da secante é [ (f) = [f(x) e R | f(x) = —1ou f(x) = 1}.

Assim, temos que:

Im—2=—-1=2m=

L | =

im—-2=1=m=1

1
Portanto, m = Zoum = 1.

d)

—1.(Zt—1)=tr+2=1.(2t—1)

—2t+l1=t+2=2t-1
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—d—-1=t=2t—3

=2t—1=t ou rt=2r—3

1)

a) Sejam dois triangulos equildteros, como mostra a figura abaixo:

Flgura B

Calculando as dreas dos tridngulos, através do seno de um dos seus angulos, temos que:

e.h h.od.sena
Agor =T =0

2

foh hocosenb
2 2

AE‘DD -

d.c.senf{a + b)
Agop = 5

Além disso, temos que:

cnsu=E=bh=ri.cusu

tosh=—=h=rcosh
[

Sabemaos que a drea do triangulo maior € igual a soma da drea dos triangulos menores, entao, temos
que:
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h.d.sena  h.c.senb  c.cosbhb.d.sena  d.ocosa.c.senb

Acop = Asoc + Asop = + = +
con BOC BOD 2 2 7 2

c.dcoshb.sena N c.id.cosa.sen b
2 2 -

d.c.sen({a +b) c.dcoshb.sena c.d.cosa.senb

3 = 3 + 2

= sen(a +b) =cosb.sena + cosa.senb

= sen(a + b) =sena.cosbh +senb.cosa

B oED

T as
b} Comoocosx = sen (E - x}. entao temos que:

os{a — b) = cosla + (—=b)| = sen E - {r.l -~ I[—L'r}]] = sen E— a+ i:l] = sen[(g— E[) + b]

=cosla+ b)) = sen[[i%— aJ + b] = sen (%—E).EDE[T + senh. cos (%— a:]

T T
Como cos a = sen (E - I'.I} e s5eEnd = C0s (E - I'.?II}1 temos que:

T

T
cosla + b)) = EEH(E_ ﬂ).CDSb-l— senb. cos {E_ u:] =cosad.cosh 4+ senb. sena

=rosd.cosh 4+ sena. senh

B aED

SEnXx -
c) Comoatgx = _——, entao temos que:

sen(a + bh) sena.cosh + senb. cosa

t + h) = —
gla ) cosla+bh) cosa.cosbhb—sena. senb

Dividindo o numerador e o denominador por cos a. cos b, temos que:



Instituto Cidade de Deus
Gabaritos - NMatematica 2° EM

send.cosbh + senb. cosa

send.cosh 4+ senb. cosa 0% G . (03 B

t |:I+ﬁ| B —
Bl ) cosa.cosh —sena. senh  cosa.cosh —sena. send

cosd.cosh

selm.cgs’b_l_senb. coga sena senb

_cosa.cosh  cosa.cosb _ _cosa  cosb _ tga +tgh
cosa.cost  sena. senb sena senbk 1 —tga.tgh
cosd.cosh cosa.cosbh cosa cosb

W oED
5)
X+ 3x qx—3x
a) y=2.sen S - oS = 2.sen 4x . cos x

b) ¥ = (cos%9a + cos 5a) — (cos 3a + cosa)

=2 cos7a.co5 20 — 2. cos2a.cosa

= 2. cos 2a.(cos Ta — cosa)

2.ens2a.(—2.senda.sen3a)

—d. cos 2a.s5en 4a.sen 3a

[ L

6) Tomando cotgx = esen(2x) = 2 sen x cos x, temMos que:

senx

Cos X
—2senxcosx =10

SEN X

cosx — 2sen® x cosx

3eEnx

Zxcosx =10

cosx — 2 s5en
—Zsen? xcosx = —cosx

2 51’_‘I'l2 XCOSX =C05X

Z2sen®x =1
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1
2.
SEMN° X 5
+ 1 +\-".2._‘ T T
= _—= _—= = — = ——
SEN X N x 7 ou X 3
Portanto,
+Z 4k
X = 2 T

7) Para que senx = 0, temos que:

Para todo x € R, temos que:

S={2krn = x =mw+ 2km}

—

W -."E -
8) r:r=arcc|:|5?4=r COS & =TEU£a£rrentau

=

9)

a) Sejaafuncao f:[-1,1] — [_g' g] com

fx) = arcsenx

chamamos [ de funcio arco seno.

iy EJ = |[—1,1] com g{x) = sen x.

Esta funcao é a inversa da fungio g: [— S

b) Sejaa funcio f:|-1,1] = [0, m] com

flx) = arccos x
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chamamos f de funcio arco cosseno.

Esta fungao é a inversa da funcio g: [0, ] —= [—1,1] com g(x) = cos x.

c) Sejaafungio f: R — {:—E E) com

20 2

flx) = arctg x
chamamos [ de fun¢io arco tangente.

T

Esta funcao € a inversa da funcio g: (— E, EJ = R com gix) = tgx.

10) Por hipdtese, temos que x = 1 entdo

[cnszaf]—{4cusa5enﬁ}+gsen,ﬁ' =0 (I

Como cos a = cos(90 — ), temos que:

cosa = cos(90 — ) = cos90.cos f 4+ sen90.senf =senff (1)
Assim, substituindo (17 em (1), temos que:

3
sen® § — (4sen fisen ) +Esenﬁ =0
3
sen® f — 4sen” § +Esenﬁ' =10

3
—3sen* § + Esenﬂ =0

ESEHﬁ{—senﬁ +%) =10

Pl | bt

senffi=0 ou senfi=

Fortanto, §f = 30° = E_

A resposta € a alternativa D.
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VOLUME 5
Licao 17 - Matrizes

1)

by ay,=2
2) A soma da diagonal principal vale 16.

3) A soma das entradas c; da matriz abaixo em que i + j & impar vale 12.

4) A soma das entradas dij, com [ # j vale 14.

3)

e _[1 3
a}‘q‘lz EJ
11
b Af =1 2]
1 3

11 1

o At=[1 2 1

1 1 3

6) c =4ed=1. Portanto, c +d = 5.
7) Como A® = B, seguequec = 4ed = 2.

8) Sejauma matriz A = {ﬂ‘f}mx " temos que a transposta de A é:

dyy ddzy diy s am gy
gz gz gz e e Oz

A fyz fzz H3zz e e Mg

Qi d2p QIn 0 oo O
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E fazendo a transposta de A®, temos que:

reyy  fyz g3 My
fzy gz gz Qzn
aj'l ﬂ32 ﬂ.33 e EE asr:
(e =| 00T " =4
L1 @mz  @mz .. an npd

9) Pela definicio, temos que:

a,=1-1=0
@, =2-1=1
a3 =3-1=2
ap=1-2=-1

ﬂ23=2—2=ﬂ

2-3

|
I
'_I.

Portanto, temos que:

A=11 0 -1

2 1 0

0 -1 —E]

10) Pela definicao, temos que:

Iy =2y

l2x=x+1
4=y +4

Portanto, x = 1 ey = 0.
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11)
A+B+C= [132 283 SE:]J

A—B+E==[:i g ‘5‘"]

2 &
-5 -8

A—H—E=[:é

avnec-) 4 4]

12)cyq 4 03 + €33 = 42

Bla+f+y+d=1

)X = [g _5"‘]

15)
2‘q=[124:| 124]
1
38=[3 1

1 1 7
§{H+HJ =[§ E]
7 5

16)

) i

i1 1 2
by 6 2 2 4
9 3 3 6
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5 Hr
9 | 34
17)
31
l bl= B B
al =[5 2
] i
18)
2 -1
A B =13 _2‘
o 1
19 x=2;yv=5 4
20 x =4 y=-2 1
21)
I 5 _E|
L
e _[3 -5
E_L1 2]
1 0
I = 1
o= ]
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VOLUME 6
Licao 1(14) - Determinantes
1)

a)

|§ §|=4—5=—2

b)
—3 i’ -3 -3 20 23
-2 | T 9 TN T T T Ty
2 2 2 2 2
c)
3 2 21 g 7 _g_7_40_ 33
E Ty~ =Ec T8 =T T T ¢
4 3 15 5 5 5 5
d)
senx l:usxl =sen‘x+cosixr=1
—COSX Senx
e)
senx scn1|
=senx .cosx +senx .cosx = sen{x + y)
—COSX COSX
f)
2.senx 3.cosx =6.sen‘x+4.senx—3.cosx+ 6.cosix
1—2.cosx 3.senx+2
=6(sen?x+cosix)+4.senx —3.cosx+6.cos2x=6+4.senx—3.cosx
2)

|32*'" §| — 15x — 14



i)

J)

k)

1)

m)

n)

0)
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loga logb—ll 1[ e i l _;__] Va
! =, loga—-logh =loga oga —og\/g
2 “_
2m 2m3 M = 2m® — 2m? — 2m® + m? = —m?
m m” —1

2
4| =304+244+24-20-12-72 = -26
6
1 0 2
0 1 0|]=1-4=-3
2 01
-3 1 7
2 1 =-3|=-40
5 4 2
-2 2 3
-4 3 1/=-51
1 5 3
0 a ¢
—c 0 b|=-c?b+a’b=b(c*+ad?)
a b 0

2 -1 0
m n 2|=4m+ 8n-— 64
3 5 4




2)

3)

1)
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a) x =2

b) x=-—-
1

) x=-

dl *x=0 ou x=-2

¥3
B x=4—
3

Calculando x, temos que:
Calculando y, temos que:

Assim, temos que:

2 log:5
5 log- 125
8 log;27

=

2a
3b 3dl

2c

—bad + 6bc —6(ad — bc)

3|=ad—bc

= —fhad + Gbc

¥
x

loge 5
log- 25
logs 243

2
5
8

ad — he

1
3
3

ad — be

1
2
5

=30+15+4+16—-24-12-25=10




5)

6)

1]}
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r

2

BN X
A= |cos-x

Z
F1

2

r

2 1

=Tr".58n"x .EDSl}f +T2. 5EN

. 5E'I'l2 X (COEEI}" + I:l'.:lii2 y- CGSEI:I = ?.2 . EE'H.E X (l - 1:1Z:I52 I} = T'2

=r

5
C

.

En- x 0
ns? ¥ sen® }r‘
0 r

z

X .EE']'IE:I.-"—T L EENT X LCOST X

- 5EN X

£:r22=|23 _31|=—2+9=?

Dy =2 J|=14+12=26

0 2
3 3
4 5

Dy =

1 -1
3 3
4 5

D3y =

1

D31= 1]

D’.q.3= 0

1
1
&

0
4
7

=21-16-20421 =6

0
1

1

=-12-7=-19

=2-3-3=-4

z

=15+8-36-12=-25

2

. SEI'.IEI . SEI'.IEI
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-3 4 0
Dyy=12 —-1 2/=9416-24=1
2 o 3
1 2 0
Diyz=1|5 -1 2[=-3-8-30=-41
-2 0 3
1 o o
D33= 1 -3 0f=-9
-2 2 3
1 0 2
Dya=11 -3 4|=34+44+430-8=129
5 2 -1
a) Seja a Matriz M, tal que:
(1 0 -1 3]
2 3 4 2
M =
0 2 5 1
4 1 0 0

Usando a definicdo de Determinante, temos que:

1 0 -1
4 1 00
3 4 2 2 3 2 2 3 4
=(-H*t 2z 5 1-(-1** 0 2 1|+3.(-1)"*0 2 5
1 0 0 4 1 0 4 1 0
3 4 2 2 3 2 2 3 4
=2 5 1|-0 2 1|-3|0 2 5/=-6-(-6)—-3.(18)=-54
1 0 0 4 1 0 4 1 0
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b} Seja a Matriz M, tal que:

LW = O M
o O = =
— I =
D W O =

Usando a definicio de Determinante, temos que:

2 4 2 4
1 1
3 010
2 2 4 2 4 4 2 2 4 2 4 4
=(—1)**2. 1 2 3|+(-1** .1 0 3|=(1 2 3 -]1 0 3|=-8-(+36)
31 0 3 0 0 a1 0 3 0 0
= —i4
c) Sejaa Matriz M, tal que:
1 3 20
31 0 2
M =
2 3 0 1
D0 2 1 3
Usando a definicao de Determinante, temos que:
1 3 (2\1]
31
7 3|E|§ =2..."113"‘1]..."'23""']..."133""1..&43=2..|"’|;|3+A43=
0 2 \1}3
3 1 2 1 3 0 3 1 2 1 3 0
=2. (-2 3 Y+ (=™ .3 1 2[=2.02 3 1|-|3 1 2
0 2 3 2 31 0 2 3 2 3 1

=2.(274+8-6-6)—-(14+12-6-9)=2.23+2=48
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d) A Matriz M 8 uma Matriz Triangular, assim, temos que:

=T — I — T

&) Seja a Matriz M, tal que:

n 2 3 —4

0y 1 0 0

oy 4 0 2

o) -5 5 1

o 1 0 -1
1 0 0
_r_q31+1 |4 O 2
=(-1 ‘I-5 § 1
i 0 -1

= (—1)1+L,

8) Seja a Matriz M, tal que:

S eSS
=T T — N

2 3 4 5
a -1 3 1
0 b 2 3|l=1.a.b.c.d =abcd
0 n e 2
0 0 o0 d
(1 2 3 -4 2]
0 1 0 0 0
=0 4 0 2 1
0 -5 5 4
0 1 0 -1 2

b e = DD

i =1.4,+0. A, +0. A5 +0.4,,=A4,, =
2

0 2 1 |0 2 1

5 1 4|/=[5 1 4|=-5-20=-25

0 -1 21 lo -1 2
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a b 0D x a b 0 x
=;.:.(—1}"+2J‘fr d . E=x.;_ d o= A+ 0. A 0. A + 0. 4y)
x 0 0 0 x 0 0
h 0 x

=x.x. A, =xF (1) |4

X

e
0

= x2.(=1).(=x%) = x5

=

Assim, temos que:

a 0 b 0 x
c 0 d x e
M=|f 0 x 0 0)l=x"<-32=x<-2
g x h i j
x 0 0 0 0
9)
I 1 4 a8 5 0 -8 1 g8 1 -1 9
18 1 -1 9 g8 1 -1 9|_|8 1 -1 9
M=l 2 4 s|*lz2 2 4 5|7z 2 4 5
7 8B 1 -1 78 1 -1 78 1 -1
Pela propriedade de Filas Paralelas Iguais, temos que:
31 4 g 5 0 =5 1 g 1 -1 9
_18 1 -1 9 g 1 -1 9|_|8 1 -1 9|_
M=l 2 4 5|*2 2 4 5|72 2 4 5|70
78 1 -1 78 1 -1 78 1 -1
10) Pela propriedade da Matriz Transposta, temos que:
det M = det M*®
Entéao,
det M® = 20

11) Seja a Matriz A, tal que:

.-1=H §|=~dem=|: §|=1
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Em decorréncia do Teorema de Binet, temos que:

det 471 = L——l =1
A T deta 1
12) Pelo Teorema de Jacobi, temos que:
cos g 0 sen g cos & 0 sen f
sen @ 1 cosd| = |send 1 cos@| =sen*# — cos®@ .send
cosd send senf 0 sen # 0

= —sen# (cos? @ —sen® B) = (—senf).cos(28)

Para que o Determinante seja nulo, temos que:

(—senf) .cos(28) =0

(sen@) =0 ou cos(28)=10

Paraosen@ =0, temos & = 0,8 = 180% e & = 360°.

Paraocos 280 =0, temos @ = 45°, § = 135°, 8 = 225 e 8 = 315°.

Portanto. temos que:

g = {0, 45°, 135°, 180°, 225%, 315° 3607}

au

13)
1 12 11 1 1 11
Dy=15 24 13|=12.|5 2 13
7 36 17 703 17
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2 1 3 11 2 1 1 11 2 1 1 11
|4 8 12 8| _ 4 B 4 8B _ 1 2 1 2
D2=11p 5 o 133w s 3 1373 %0 5 3 13
14 7 =3 15 14 ¥ =1 15 14 7 =1 15
2 1 1 11
1 2 1 2
=12 10 5 3 13
14 7 =1 15
1 7 5 1 7 1
0, = 11 =0=12.|3 11 3
5y 13 5 13 5
1
14)
8x —2x® 253 _2x% 8x 2x% 233 —2xt
4 —2 3 4 z 3 *
Y T S G ol DI (O S
4z —-z* -z 4z z? zP gt
4{' _tz tj- _t"lt .4.!- t:'l -t3 —t4
Bx 2x% 2x3 2yt dxr x? x3 gt
z i 4 2 3 4
SCYNCEVN WA ST EYCEVNEE NN b S S
4_3- 2.2 2.3 2-1- 43 zl zj- z"l
4: rE t] t-’l- 4.:- tE t] t-’l-
lx x* 53 1x x% 53 4
z 3 <4 2 3 4
=1y .(-1).2.4.|¥ ¥ ¥ Y=g |¥Y ¥ Y Yl=-ap
(-1).(-1) 2 g7 g3 g Z g2 g3 g
L 2 3t L 2 3 gt
15)

1 2 3 4 5
6 7 8 9 10
11 12 13 14 15[+

16 17 18 19 20
21 22 23 24 25

="
N
M 20 &
= o=

Pela propriedade da Regra de Chid, temos que:
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7—12 B8-18 9—24 10-30

12-22 13-33 14-44 15-55 ! 0 0

=l17-32 18-48 19-64 20— 80 +i‘§ g‘i 1‘2
22—42 23 -63 24-84 25-105 - - -
-5 =10 =15 =20
1 0 0
— |10 =20 =30 -—40 +1 -4 4
—-15 —-30 —-45 -—a0 5 2 _4
=20 —40 —-60 =80
1 1 1 1
2 2 2 12 10 0
=[—5}{—1ﬂ}{—15}{—2ﬂ}3 3 3 3 +(1 -4 -4
4 4 4 4l 2 "2 -4
Pela propriedade de Filas Paralelas Iguais, temos que:
é é é ; 1 0 0] |1 0 0
= 51015202 2 2 2|+[1 4 —af=|1 -4 -4/=16-8=8
4 4 4 4 2 =2 -4 2 =2 -4

16) Utilizando a Regra de Sarrus, temos que:

cos2a costa senfa

cos2b cos®h sen’h

cos2c  cos®c sen’c

=cos2a .cosih senfo 4 cos2b ocosfic osenfa+cos2c .cosia . sen?h

2 Z

—(cos2c .cos® b .sen®a) — (cos 2a .cos® ¢ .sen® b) — (cos 2b .cos® a .sen®c)

2 3

Tomando cos 2x = cos® x — sen” x, temos que:

cos2a cos*a sen‘a

cos2h cos®h sen®b|=

cos2c  cos®c  senfc

= (cos®a —sen®a).cos* b .sen’c + (cos® b — sen® b) .cos® ¢ .sen®a

2 Z

+{cos®c —sen®c) .cos®a .sen® b + (—cos®c + sen®¢) .cos® b .sena

+(—cos®a + sen®a).cos®c .sen® b + (—cos® b + sen® b).cos®a .sen’c
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cos®h —sen®a .cos® b+ cos®a .sen®c —sen®a .sen*c 4+ cos®h .cos®c

=cos?a .

—sen® b .cos®c+ cos®h .sen*a —sen® b .sena + cos®c .cos®a — senc .costa

+cos®c .sen*b —sen’c .sen® b — cos®c .cos® b +sen®c .cos?h — cos®c .sen*a
¢ .sen“a —cos®a .cos®c+sena .cos®c—cos®a .sen® b + sena .sen®h

4+ 5en

—cos’h .cos®a+ sen® b .cos’a —cos®h .sen’c 4+ sen® b .sen’c

Reorganizando as igualdades, temos que:

z

2 Eﬂ .CDEzb-I‘-EDSEC[ .SE']'IZE—EDSEIS[ .SE'I'I.ZI!'—SE'EIEEI‘ LODE- C

= —sen® a .cos” b + sen

2

+sen®h .cos®c —sena .sen”c+ sen’a .senc —sen® b .sen‘a + sen’ b .sen’a

—sen®c .sen® b +sen’c .sen® b 4+ sen®c .cos® b —sen®c .cos®h —sen® b .costa

Z

a—cos’h .costa

+sen® b .cos’a —cos®c .sen’a 4 cos®c .sen®a 4+ cos® b .cos

+cos*h .cos®c—cos®h .cos*c+ cos®c .cos®a—cos®c.cosfa=10

17)

a—¢ m-—-p x—z2

b—¢c n—-p y-=z

c—a p—-m Z—x
¥ v

Lj_:"Ll"'Ll L::;_’Ll‘l'L:-l

a-¢c m-p x—z2
b-c n-p y-z
0 0 0

a=b m-n x-y
b=¢c n=p y-:z
c—a p—-m Z-—x

Pela propriedade de Filas Nulas, temos gue:

a—b m-n x-y 0—c M—p X-—2
b—c¢ n—-p y—z|=|b—c n—p y—z|=10
c—a p—m zZ-—X 0 0 0
18)
1 1 9 1 1 9 100 10 9 100 10 9
D=1 8 7|l=——.|1 8 7|=——.—.|100 80 7|=_——[100 8O0 7
1 5 3 100 1 5 3 100 10 100 50 3 1000 100 50 3
Pelo teorema de Jacobi. temos £ — C) + C5 + C5.
1 1 9 100 10 119 1 1 119 1 1 9
D=1 8 7 =000 100 80 187|=|1 8 187|=17.|]1 8 7
1 5 3 100 50 153 1 5 153 1 5 3
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19)
d=h=—=¢ 2a 2a —a=h—¢ 2a 2a
2Zh b—c—a 2h =|la+b+ec b—c—0n 2h
2¢ 2¢ c—a—~b 0 2c c—a—=b
v
£, = C + G,
—a—h-c ] 2a -1 0 2a
=|la+h+c =—a-b-c 2h ={a+h+c){a+b+c).|1 =1 2h
0 a+b+c c—a-—bhb 0 1 c—a—»b
L
Ca = Ca + Ly

={a+b+c.(c—a-b+2a+2b=(a+b+c).{a+b+cl)=(a+b+c)

20) A Matriz é Triangular, assim temos que:

===
==
= oH e
L ™
Il
=

Resolvendo a equacao do segundo grau, temos gue:

u=1

Portanto, temos que:

xt=1=3x=4+1

21)
2 1 0
A=|a -1 3|=-2+18-6=10
& 0 0O

Em decorréncia do Teorema de Binet, temos que:

1 1
detd 10

detd™! =
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22)
)
11 1 1 1 a1 2o
1222_212121_111_2_12_1_11_1
123 3|=[p-1 3-1 3-af=hio2 2=[ 70 S]] 5=
L2 a4l l2-13-14-1l 1 23
h)
; 33 0 41 \3_4 5 1-8] |-7 5 -7 5 -7 -7
. 35_11=.,;_g 3 -1-4|/=[|4 3 -5/=-|3 4 -5
1 2 1 4 2-6 1 4-12 l-a 1 -8 1 -4 -8
1 -4 -8
4+12 -5+24) |16 19
=B 4 -sl=|570 00 iml=hs a5l =58-207=2m
5 -7 -7
)
4120 1 420 3-4 0-2 2 -1 -2 2
3102130 21 15 12 2-6 2/=-|-7 -4 2
5 3 2 2 |35 2 2° "~ N I
102 1 001 2 1 1 ¢ 1 L2t
__1;, _34 ;_—4+14 2+7| |10 9| _3,
T4 o o l-2+2 241710 3
d)
111 1
D203 gl [Pl 31 2-n B2y o e .o g
Do 3 Uolso1 4o 2-af=fa o3 =00 Y=
L 13 7 -1 3-17-1l lo 26
=—30+6=—24
23)
a a aO a 1 a a a
la b b Bl_ |t b b b
D=la b ¢ |1 b ¢ ¢
a h o od 1 b ¢ d
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Utilizando a Regra de Chio, temos que:

i ; E ; b-a b—a b-ua 1 b—a b-a
D=r:£.1 h oo ¢ =a.lb-a c—-a c—a|l=a.(b—a)|l c—-a c—-a
1 p ¢ d b—a c—a d-—ua 1l c—a d-a
(c—a)—(b—a) (c—a)-(b-a)
=qa.(h—
-y -b-a) @-a)-b-)
c—a—hb4+a c—a-b+an c—bh c¢—b
=a.(b-a) Ir:—n:[—b—l-a d—a—b+a|_ﬂ'[b_a} |n'_'—t' d—b

C

=a.[b—a].{c—b}.|: ¢

:i|=E'Eb_aj-[5_b]-[d—b—c+ﬁ}

=qa.(b—a).(c—5b).(d—-rc)

24)

a) Pela propriedade de Vandermonde, temos que:

1 1 1 1
A i e-0.6-9.6-2.0-9).4-2.G6-2)

23 33 43 53

=1.2.3.1.2.1=112

b) Pela propriedade de Vandermonde, temos que:

11 11 1 1 11
2 3 57 |_|2 3 57
4 9 25 49| |22 32 52 72
8 27 125 343l 2% 33 53 73

=(7-5).(7-3).(7-2).(5-3).(5-2).{3-2)=2.4.5.23.1 =240
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25) Pela propriedade de Vandermonde, temos que:

1 1 1 1
log 2 log20 log 200 log 2000

(log2)* (log20)® (log200)® (log2000)2
(log2)® (log20)® (log200)® (log2000)3

= (log 2000 — log 200} . (log 2000 — log 20} . (log 2000 — log 2) . (log 200 — log 20) .
(log 200 — log 2) . (log 20 — log 2)

= (log 200 + log 10 — log 200) . (log 20 + log 100 — log 20) . (log 2 + log 1000 — log 2) .

(log 20 + log 10 — log 20) . (log 2 + log 100 — log 2) .(log 2 + log 10 — log 2)

=1.2.3.1.2.1=12

VOLUME 7
Licdo 15 - Sistemas lineares
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1)
al 5Sao equagdes lineares
b) Naio sido equacoes lineares
c] Sado equagoes lineares
d) MNao sao equacies lineares

e MNao sdo equacies lineares

2) Seja a equacdo 2x, 4+ 5x; + 2x; = —2, vamos verificar se vale o conjunto solucio (2, 0, —3).
2xy 4+ 5xy 4+ 2x3 = -2
2.24+5.042.(-3)=-2

440—6=-2

Portanto, (2, 0, —3) é solugao de 2x; + 5x; 4+ 2x; = -2,

3) O conjunto (1, 0, 2) é uma solugao para a equacio 2x, — x, — x5 = 0, pois
2.1'] — Xz — X3 = 0

2.1-0-2=10

4) O conjunto (0, —3, —4) ndo é solugio, pois

X+2y+z2=2=20+2.(-3)—-4=2=—-6-4=2=—10=2
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5) O conjunto (1,0,-2, 1) é solugao, pois

Sx+3y-2z-4t=5 5.1+3.0-2.(-2)-4.1=5
%zxqﬁa:ﬂ:ﬁ::g = 121-4.0+3.(-2)-5.1=-9
~x+2y-dz+3t=12 ~1+2.0-5.(-2)+3.1=12
a+0+4-4=5 a=>5
= < 2+0-6-5=-9 = {-9=-9
~1+0+10+3=12 12=12

6)

d)

7)

2x+3y=1
V| 5x+2y=-3
x+dy-2z=1
| 3x+y—z=2
+0y= =
| x+0y 5011 x=23
dox+y=2 y=2
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x+y+z=1
' ~3z=-2

2x—3y+4z=3

Resolveremos pelo método de Comparacio:

+ y=11 =11-
xX+y — X ¥y
xX—y=23 x=3+y

Igualando os valores de x, temos que:

Substituindo o valor de ¥ em uma das equacies, temos que:
x=34+y

xr=34+4

Portanto, temos como solucao:

S={7, 4}

Resolveremos pelo método de Adigo:
{ 2x—3y=—lﬁ+
dx+3y=2
Tx+0y=-14
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Resolvendo a equagido, temos que:
Tx 4+ 0y =-14

Tx = —14

Substituindo o valor de x em uma das equacoes, temos que:
Sx43y=12

5.(-2)+3y=2

3y =12
y =4
Portanto, temos como solugio:
§=1{-2 4}
) Resolveremos pelo método de Adican:
{ 3x+3y=21_
{3,\’+3y= 21 o, (6x=3y=15
2x—y=5 (3) 9x+0y=36
Resolvendo a equacio, temos gue:
9x = 36
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Substituindo o valor de x em uma das equages, temos que:
2x—y=5
2.4—-—y=5

—y=5—-8
y=3

Portanto. temos como solucio:

§=1{4, 3}
d) Resolveremos pelo método de Substituicao:

dx—y=2 - y=4x-2
3x+2y=1T 3x+2y=1T
Substituindo o valor de ¥ na segunda equacao, temos que:
Ix+2y=7
Ix+2.(dx-2)=7
Ix+8x—-4=7

11x =11

Substituindo o valor de x em uma das equacdes, temos que:

y=dx -2



Instituto Cidade de Deus
Gabaritos - NMatematica 2° EM

y=4.1-2

y=2

Portanto, temos como solucao:

§=1{1, 2}

e} Resolvendo pelo método de Substituicao:

3x—2y=3 3x—2y=
x—2y - x—2y=3
4y=12 y=3

Substituindo o valor de ¥ em uma das equacdes, temos que:
3x -2y =3
3x—-2.3=13

3Ix=3+6

Portanto, temos como solugao:

§=1{3, 3}

f] Resolveremos pelo método da Substituicao:

y=4x-2
Sx-2y=1
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Substituindo o valor de ¥ na segunda equacao, termos que:
Sx—2y=1

Ex—2.(4x—2)=1

Sx—8xr+4=1
—3x=-3
r=1

Substituindo o valor de x em uma das equagdes, temos gue:

y=4x — 2
y=4.1-2
y=2
Portanto, temos como solucao:
§=1{1 2}

9)

a) Naregra de Cramer calculamos o determinante principal e depois os secundarios substituindo a
coluna das varidveis pela coluna dos termos independente.

Assim, temos a seguinte matriz incompleta:

3 1
2 3

Calculando o determinante, temos que:

D=E Q=q—z=?¢u
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Apgora vamos calcular o determinante secundario Dy, antes devemos substituir toda a coluna do x
pela coluna do termo independente. Assim:

Dx=|ll]3 ;|=2?—13=14

Proximo passo € calcular o determinante 2, antes vamos substituir a coluna y pela coluna do termo

independente. Entao:

ﬂy=|§ 193|=30—1a=21

Dessa forma, podemos achar os valores de x e y fazendo:

D, 14 .
DT 7°

D, 21

¥

_— = — =3
Y= 77
Portanto, a solucdo do sistemna é:
§=1{2, 3}

b} Na regra de Cramer calculamos o determinante principal e depois os secundédrios substituindo a
coluna das varidveis pela coluna dos termos independente.

Assim, temos a seguinte matriz incompleta:

-
]
I
[

Calculando o determinante, temos que:

1 2 -1
D=2 -1 1|=-1-2+4+2-1-1-4=-7=%10
1 1 1
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Agora vamos calcular o determinante secundario D, antes devemos substituir toda a coluna do x

pela coluna do termo independente. Assim:

2 2 -1
D,=3 -1 1|=-2-3+12-6-2-6=-7
6 1 1

Proximo passo é calcular o determinante D, antes vamos substituir a coluna y pela coluna do termo

independente. Entan:

12 -1
Dy=l2 3 1|=3-12+2+3-6-4=-14
16 1

Priximo passo @ calcular o determinante Dy, antes vamos substituir a coluna z pela coluna do termo

independente. Entan:

1 2 2
D,=|2 -1 3|=-6+4+6+2-3-24=-21
1 1 6

Dessa forma, podemos achar os valores de x, ¥ e z fazendo:

D_x _? 1
T 77

D, -14

¥

=T == =}

U -

D, =21
ThT o7 T

Portanto, a solucao do sistema é:
5={1, 2, 3}

c) Na regra de Cramer calculamos o determinante principal e depois os secundarios substituindo a

coluna das varidveis pela coluna dos termos independente.
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Assim, temos a seguinte matriz incompleta:

1 3 -1
1 1
-1 1

Wamos calcular o determinante usando a regra de Sarrus. Assim, temos que:

D=|2 1|

det(D)=1+9+24+34+1-6=10

Apgora vamos calcular o determinante secundario Dy, antes devemos substituir toda a coluna do x
pela coluna do termo independente. Assim:

det(D,)=0+14+9+3-3+0=10

Priximo passo é calcular o determinante D, antes vamos substituir a coluna y pela coluna do termo

independente. Entao:

D, =|2 1

det(D,)=1-6+0+3-3+0=-5

Por fim, vamos calcular o determinante secundario Dy, antes vamos substituir a coluna z pela coluna
do termo independente. Logo:

det(D;) =3+9+0—-18+1+0=-5
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Dessa forma, podemos achar os valores de x, v e z fazendo:

Dy _10__
=D 10"
yo_ 51

D10 2

D, -5 1
=D T 2

Portanto, a solucao do sisterna é:

det(D)=4—-3-2+2+2—-6=-3

Wamos calcular agora o determinante secunddrio D, substituindo a coluna do x pelo termo

independente.

-
F‘ Tt independenic

det(D,) =6-1+0+04+3-2=6

Proximo passo é calcular o determinante secundario para D, substituindo a coluna do y pelo termo

independente. Assim:
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Termor e penclente

det(D,) =0-9—2+6+2+0=-3

Por fim, o determinante secunddrio para D, substituindo a coluna do z pelo termo independente.
Logo:

kel
Terin indegpendenic -":’

det(D;}) =44 0-64+240-18=-18

Dessa forma, podemaos achar os valores de x, ¥ e z fazendo:

2==e
Portanto, a solucao do sisterna é:
§=1{-21,6}

e) Admitindo 3z + 2 2 0e 2x 4+ y = 0, temos:

2x —y
3z4+2

=l 2x—-y=3z4+2e=2x—-y-3z=12
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z+1
2x +y

=le=z+l=2x+ye=2xt+y—z=1

Assim, temos o seguinte sistema:

x+y+z=1
2x—y—-3z=1
2x+ y—z=1

Utilizando a regra de Cramer, temos que:

= -5

Assim, temos que:
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Note que

9
32+2=7+2%#0

Portanto, a solucio do sistema é:

[3 5 3]
2" 4 4

10) Vamos iniciar por x o nimero de mulheres no inicio. Com o total de pessoas é n, entao o nimero
de homens pode ser identificado por n — x.

Festa
Inicialmente Instante 1 Instante 2
Mulheres x r—31 x—31
Total n n—31 n—31—-G55

Apas a saida das 31 mulheres (Instante 1) a razdo era de 2 homens para cada mulher. Assim, temos
que:

Niamero de homens

2
Namero de mulheres I

n—x
xr—31

= 2

n—x=2.(x—31)

n—x=2x— 62

—3x+n=-62 (Equaciol)
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Apos a saida dos 55 homens (Instante 2) a razao era de 3 mulheres para cada homem. Assim, termos

ques

MNamero de mulheres
Noamero de homens

3
1

x — 31 3
(n—x)—-55 1

x—31=3 . [(n—x)—55]
xr—31=3n—-3x - 165

4x —3n = —134 (Equacio II)
As equacoes [ e [1 devem ser satisfeitas simultaneamente, assim temos que:

{—31+n = —f(2
4x —3n = —134

Como apenas foi pedido o valor de n, podemos manipular as equagies do sistema linear anterior de
modo a eliminar x e obter outra equacao em que a incdgnita 7 seja a dnica varidvel. Isso pode ser feito
multiplicando a primeira equacao por 4 e a segunda por 3 e somando ambas posteriormente. Veja:

—3x+n=-62 .(4) —12x+4n=-248
4
4x—3n=-134 . (3) 12x—9n=-402

—12x+4n=-248
+
12x—9n=-402
Ox—5n=-650

—an=-650

n=130
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Portanto, nesta festa tinha 130 pessoas.

A resposta serd a alternativa D.

2X—y+z=3
11) Calculando a matriz incompleta do sisterna 3x+ EJ’— Z=1, temos gue:
dx—y=17
2 -1 1
D=3 2 -1|=0-345-10-240=-8=0
5 =1 0

Pela regra de Cramer, se D = 0, o sistema terd uma solugao dnica.

2x—y+z=3
Logo, o sistema 3x+2y-2=1 tem solucdo anica.

dx—y=17
12) Tomando x = 1 e y = 2, temos que:

[[a—l}x+b}r=1 =E{a—1}_1+2b=1

a—1+2b=1_ (a+2b
(a+ Dx+2by=5 [u+nl+4b=5={ b=5= 144

a+14+4 a+4

Pela Regra de Cramer, temos que:
B=H ﬂ=4—2=2¢u
D=} 2=8-8=0
A

Dessa forma, podemaos achar os valores de a e b fazendo:
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D, 2 .
Y=o 727
Portanto, a solucdo do sisterna é:
§=1{0, 1}
13)
al Sim
h] Sim
) Mao
d) Sim
el Sim
f] Sim
14)
a) Calculando o z, temos que:
5z =10
z=2
Caleulando o y, temos que:
2y+z=2
2y+2=2
y=20
Calculando o x, temos que:
—x+4+3y—z=1

-x+30-2=1
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x=-=3
Fortanto, a solugdo do sistema é (—3, 0, 2).

b} Seja o sistema

x+4y—z=2
y+z=3
Tomando z € [, temos que:
y=3-—-z
Substituindo os valores de ¥ e z na primeira equacao, temos que:
x+dy—z=12
x+4.(3-z)—z=12
rx+12—dz—z=2
x=5z-10

Portanto, a solucio do sistema é (52 — 10, 3 — 2, ) paratodo z € K.

8

[ 3x—2y+4z=2 =3
4 - y+3z=-3 = {y=3
7z=0 z=0
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d) Sejao sistema
(2x—3y+z—t=4
9 y—z+2t=3
3z+1t=2

Tomando ¢t € R, temos que:

Substituindo os valores de z e { na segunda equacio, temos que:

y—z4+2t=13

@1%+2 3
— t =
¥ 3

3y—2+t+66=9

11— 7t
¥ =73

Substituindo os valores de y, z e ¢ na primeira equacao, temos que:

2x—3y+z—-t=4

9 3(11—?t)+2—t fm

* 3 3
33 21t 2 ot

21_?+T+§_§_t_4

bx—33+21t4+2 -t -3t =12

43 — 17¢
YT s
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.  fA3-17E 11-Tt 2t
Portanto, a solugdo do sistema é [T“ TE T) para todo ¢ € [R.

e] 5eja o sisterna

ax+by=c

my=n

Substituindo o valor de y na primeira equacdo, temos que:

ax + by =¢

max + bn = mc

mec — bn
xr =
ma
= . . fme—hn n
Portanto, a solucao do sistema é ( — ;) para todo m,n,a, b € K.

f) Paratodo z,t € K, temos que:

x=-5z+3t+5
x+2y—z+it=1 y=3z-2t-2
—
—y+3z-2t=2 z=1z

t=t
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15)

a) Fazendo L, — L, — 2L, temos que:

|

2

1

5 3
-3 5

b} Fazendo L; — Lz — 2L, temos que:

1

2

Lo
2
1 4

Pl

Portanta, ¢ um Sistema Possivel e Determinadao.

=

1
0

Portanto, é um Sistema Possivel e Indeterminado.

c) Fazendo L, — L; — 3L, temos que:

-

1
3
2

1
-2
-3

3
-1
—4

Fazendo L; — L; — 2L,, temos que:

1
0
2

1
-3
-3

—-10
—4

0
0

1 5 3
—>
0 0 O

5

-5
-5

3
-13 1

—-10
—4

—-10
-10
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Fazendo L; — —%Lz gLy — —§L3 temos que:

1 1 3 1
0 -5 -10|— 1
0 -5 -10] [0 1 2
Portanto, é um Sistema Possivel e Determinado.
d) Fazendo L, — L, + L,, temos que:
(1 -1 -2 1] [1 -1 -2 1
-1 1 1 2 |1—=10 0 -1 3
1 -2 -1 -2| |1 -2 -1 -2]
Fazendo L; — L; — Ly, temos que:
1 -1 -2 1| [1 -1 -2 1]
o 0 -1 3 |—-»|0 0 -1 3
1 -2 -1 -2 [0 -1 1 -3
Trocando a segunda e a terceira linha, temos que:
1 -1 -2 1] [1 -1 -2 1]
o 0 -1 3|—-»/0 -1 1 =3
0 -1 1 -3] [0 0 -1 3

Portanto, é um Sistema Possivel e Determinado.
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e) Fazendo L, — L, 4+ 2L,, temos que:

[a—

-1 1 =2 0 1 -1 1 -2 0
2 -1 0 3 2|—-/0 1 -4 3 4
1 -2 1 =2 0 1 -2 1 =2

Fazendo Ly — Ly 4 L, temos que:

-1 1 -2 0 1 -1 1 -2 0 1
o 1 -4 3 4/—-|0 1 -4
-2 1 =2 0 0 -1 -1

Fazendo Lz — Lz + Lz, ternos que:

-1 1 -2 0 1 -11 -2 0 1
0 1 -4 3 4/=>|0 1 -4
0 -1 -1 2 0] [0 0 -5 _

Portanto, € um Sistema Possivel e Indeterminado.

f} Fazendo Ly — Lz — 3L,, temos que:
1 3 2 2 1 3 2 2
35 4 4|50 4 2 -2
5 3 4 -10 5 3 4 -10

Fazendo Ly — Ly — 5L, temos que:

1 3 2 2 1 3 2 2
0o 4 -2 -2 |—-»0 -4 -2 -2
5 3 4 -10 0 -12 -6 -12
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Fazendo Ly — Ly — 3L, temos que:

1 3 2 2 1 3 2 2
0 -4 -2 -2|->0 -4 -2 -2
0 -12 -6 -12] |0 0 0 -6

Portanto, é um Sistema Impossivel.

gl Fazendo L; — L, — 3L, temos que:

1 1 -1 1 1 11 -1 1 1
3 -1 21 2|->[0 -4 1 -2 -1
-1 -2 3 2 -1] |-1 =2 3 2 -]

Fazendo L; = L; + L, temos que:

1 1 -1 1 1 1 1 -1 1 1
o 4 1 -2 -1|—»|0 -4 1 -2 -1
-1 -2 3 2 -1 0 -1 2 3 0

Fazendo Ly — L, — 4L;, temos que:

0 -1 2 3 0 0 0 -7 -14 -1

Portanto, & um Sistema Possivel e Indeterminado.
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h) Fazendo L, — L; — L,. temos que:

S O e

Fazendo L, — L, — 2L,. temos que:

1
0
0
2

1 1
-1 1
1 -1
0 1

1 1
-2 0
1 -1
0 1

1

0

2
—1

-2
2
-1

Fazendo L, — —%Lz gLy = —L,, temos que:

1
0
0
0

Fazendo Ly = L, — Lye Ly = L, — 2L, temos que:

o o o =

1 1
-2 0

1 -1
-2 -1

m|_|.|_|.|_|.

1

0

2
-3

1
0
2
3

1
—2
2
-3

W N =

=

e © o

o o O -

o o O =

-2 0

-1

= 0 O =
S = = =

O O = =
— = O

W N O =
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Fazendo L, — L, — L, temos que:

111 1 1] [r 11 1 1
0 1 0 0 1 0 1 0 0 1
—>
0 01 -2 -1 0 0 1 -2 -1
001 3 1] |[000 5 2
Portanto, € um Sistema Possivel e Determinado.
i) Fazendo L, — L; + 2L,, temos que:
(1 -2 -3 5| [1 -2 -3 5]
-2 5 2 3|—0 1 -4 13
-1 3 -1 2| |-1 3 -1 2|
Fazendo Lz — L3 + Ly, temos que:
(1 -2 -3 5] [1 -2 -3 5]

0 1 -4 13|—-|/0 1 -4 13
-1 3 -1 2 0 1 -4 7

= = — =

Fazendo L, — Ly — Ly, temos gue:

— — — —

1 2 3 5] [1 2 -3 5
0 1 -4 13|->|0 1 -4 13
0 1 -4 7| |0 0 0 -6

Portanto, € um Sistema Impossivel.
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16)

a) Transformando o sistema em matriz, temos que:

5 -2 3 2]

3 1 4 -1

4 31 3

Fazendo L, — éLi, temos gue:

, 23 2
(5 -2 3 2] 5 5 §
3 1 4 -1|—> 1 4 -1
4 -3 1 3| -3 1 3

Fazendo L, — L, — 3L, temos que:

222 T 5

5 5 35

3 1 4 -1|»j0 = L 1
5 5§ 5

4 -3 1 3 i1 3 1 3

Fazendo L, — L, — 4L,. temos que:

-2 3 2 -
p 22 2 22 2
] 3 3
LI U L AN PR VO TR}
2 5 5 5 3 J
4 -3 1 3 o 1 11
i 1 L 5 9
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5 5
Fazendo L, — o Lel; = —;L} teImos que:

"5 5| (2
11 11 11 99
0 — = —=|5]/0 1 1 -1
) ) ) 0o 1 1 1
77 7 -
n —- —— =
I 5 5 5 ] °© :
Fazendo Lz = Lz — L, temos que:
-2 3 2] [, -2 3 2]
] — = = ] = = =
5 5 5 a3 5 5
o 1 1 —-1|—»(0 1 1 -1
0 1 1 -1 0 0 0 0
Transformando em sistema, temos que:
5"}r 5 3
y+z=-1

Tomando z € K. temos que:

2 3 2 X=—Z
X——y+—z=—
57 5 5 =>{y=-1-2z

_}-"+z=—1 =5

b} Transformando o sistema em matriz, temos que:

3 5 2 26
-7 1 -16
2 -1 3 14
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Fazendo [ — 3 L, temos que:

i |y 8oz 2%
3 5 2 26 32 3 3
1 -7 1 —-16|—|1 -7 1 -16
5 -1 3 14| |5 -1 3 14
Fazendo L, — [, — L, temos que:
3033 26 1 74
1 -7 1 -16|->|0 = = =
5 -1 3 14 3 3
- 5 -1 3 14
Fazendo I, —» 51, — I, , temos que:
_l 2 2 26 _1 d 2 26
3 3 3 3 3 3
o 26 1 TAl jo26 17
3 3 3 3 3 3
5 -1 3 14 0 28 1 88
i J L 3 3 |

Fazendo L, — 3L, e [, — 3L, temos que:

._.
L | Mo
|

| M
|

o
w|§ wlg w | e
ol —
w |
4
o
.
o)
|
o
-]
o

La | =
L
r
L
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Fazendo [, — L, + L, temos que:

p 3z 26) |, 5 2 26]
3 3 3 3 3
0 26 -1 74|>|0 26 -1 74

0 28 1 88 0 54 0 162

L

Fazendo [, — w0 temos que:

58 2 26] [} 5 2 2
3 3 3 3 3 3

0 26 -1 74 |—|0 26 -1 74

0 54 0 162 1 0 3

Transformando em sistermna, temos que:

-

X+Ey+EE:E§
3° 3 3 x=1
. 26y—z=T74 = y=3
y=3 z=4
17)
a) Primeiramente, sabemos que, se
o=y Y]ec

O teorema tem solucio unica (Teorema de Cramer). Assim, os valores de a para os quais D = 0 sio
05 que tornam o sisterna indeterminado ou impossivel.
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Analisando o caso, temos que:
D=|% 3 =a?-6a=aa-6)=0=] ou
2 a

Sea =0, temos o sepuinte sistema:

Ox4+0y=0
II ¥ =x =2eyéqualquer

2e 4+ 0y =4
Logo, o sistema é indeterminado.

Sea = 6, temos o sepuinte sistema:

[5x+18}r=ﬂ [x+3_}r=f}
Zx+ 6y =4 x+3yv=4

Escalonando o sistema, temos que:
II +3y=10
x4+ 0y=4

Logo, o sistema é impossivel.

Portanto, temos que:

a=10 = Sistema Indeterminado

[-ﬁ =0 e a6 = Sistema Possivel e determinado
a=6 = Sistema Impossivel

b} Primeiramente, sabemos que, se

D=E ;ﬂ;n

O teorema tem solugao dnica (Teorema de Cramer). Se D = 0, o sistema podera ser indeterminado

ou impossivel.

Amnalisando o caso, temos que:

D=E ;ﬂ=u+2=u=a=—2
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Se a = =2, temos o seguinte sistema:

x—y=2 Ix—}r=2 x—y=2 x—y=12
= = =
IE;:—E}f=b 2x—y)=0b 22=5h {D=b—4

Assim, temos que:

[b — 4 =10 = Sistema Possivel ¢ Indeterminado
b—4 =0 = Sistema Impossivel

Portanto, temos que:

a#—2 = Sistema Possivel e determinado
a=-2¢¢ bh=4 = Sistema Possivel ¢ Indeterminado
a=—-2¢ bx4 = Sistema Impossivel

18) Tomando D = 0, temos que:
1 3 2

3
D=2 § g|=54+42849% -0 -Ta-6=2a-3=0=a=—
2
371
Sea= % temos o seguinte sistema:
X+3y+22=0
3
2.1'+5|},r+§z=[l
x4+ 7y 4+z=0
Escalonando o sistema, temos que:
1 3 20 1 3 2 0 1 3 20 1 3 20
3 5 5
25 — 0—=0 -1 —— 0= 1 — 0—=j0 1 — 0
2 2 2
3 7 1 0 3 7 1 0 0 2 5 0 00 00

Assim, temos que:
*+3y+2e=0 x+3yv+2z=10

5 +5 =0 = 5
y+3#= 5y+§z=1]

Dx+0y4+0z=10



Instituto Cidade de Deus
Gabaritos - NMatematica 2° EM

O nimero de equacies é menor que o numero de incognitas, entao o sistema & possivel e
indeterminado.

3 . ‘s .
Portanto, para a = 5 0 sistema ¢ indeterminado.

19)

a) Escalonando a matriz, temos que:

p 2 3 301
2 5 =31 2 2 2 2 2 2
4 10 2 5|-|4 10 2 5|-0 0 8 3
6 15 -1 kK |6 15 -1 k| [0 0 8 k-3
Transformando em um sistema, temos que:
PRSI P
7272
4 8z=23
8z=k-3
Igualando a segunda e a terceira equacao, temos que:
F—3=73
k=6
b} Resolvendo o sistemna, temos que:
xroy-Sg-1
2’2" 2 5,083,1
* 82=3 = | 2772772 = z=2
8
8z2=3 8z=3
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Tomando y = y, temos que:

L3, 331
*rIY T8 2
L5, 1.0
T2 T2 16
i 9
x=3+737
8+ 9— 40y
= 16
17— 40y
T 16

Portanto, temos como solugio do sistema:

e [1?—403; 31 =R
B TR A L

20)

a) Escalonando o sistema, temos que:

2 3 -1 0 |1 -4 1 o 1 -4 1 0 1 -4 1 0
1 -4 1 0~2 3 -1 0~0 11 -3 0~0 11 -3 0O
31 -2 0 |3 1 -2 0 |0 13 -5 0 16

Transformando em sistema, temos que:

x—4y+z=0 x=0

1 1ly=-3z=0 = {y=0

16 =0
—-—2z=10 z

| 11
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Portanto, temos como solucao do sistema:

$=1{0, 0, 0

b) Escalonando o sistema, temos que:

I 2’ =1 @ |1 #2 =L@ |1 & =130
2 -1 3 0~10 5 5 O-~10 5 5 O
4 3 1 0 |0 -5 5 0 [0 0 0 O

Transformando em sistema, temos que:

=—2
x+2y-2z=0
-3 y+5z=0
Z2=2
Portanto, temos como solucdo do sistema:
S={-z 2z z};ze R
¢) Escalonando o sistema, temos que:
54 -20 11 8 2 0o 1 8 2 011 8 2 01 8 2 0
1 8 2 0~5 4 -2 0~0 -36 -12 0/~0 -3 -1 0~0 -3 -1 0
21 -10121-1010 -15 -5 0 (0 -3 -10 (0 0 0O
Transformando em sistema, temos que:
2z
X=-—
3
x+8y+2z=0 Z
-3y—-z=0 3
zZ=Z
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Portanto, temos como solucio do sistema:

g [2 L ER
=3% 3% z},z

d) Escalonando o sistema, temos gque:

3 2 =12 0 1 -1 1 0o 1 -1 1 0O |1 -1 1 0
-1 1 0-3 2 -12 0-~-0 5 -15 0~|0 5 -15 0
2 =3 5 0 2 -3 5 0o 01 3 0o |00 0 0

Transformando em sistema, temos que:

x=2z
x—y+z=10

y=3z
ay—15z=0

z=z

Portanto, temos como solucao do sistemna:

S={2z 3z zhhzeR

21)

by 4

d) 3

e 2

£ 3

h) 4

22)

a) Seja A uma matriz qualquer e A" uma matriz escalonada, linha-equivalente a A. Chamamos de
caracteristica da matriz A, e indicamos por p(A), a0 mimero de linhas ndo nulas de A"
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by 3

23)

d) Seja a matriz incompleta do sistema

1 1 -2
A=|-1 4 -3
2 2 1
E a matriz completa do sistema
1 1 -2 4
B=|-1 4 -3 1
2 2 1 2

Agora, iremos encontrar os valores de p(A) e p(F) escalonando a matriz B:

1 1 =2 4 1 1 =2 4
-1 4 -3 1|(-]10 & -5 3
2 2 1 2 00 3 -6

Assim, temos que p(A) = p(B) = 3 = n. Logo, o sistema é possivel e determinado.

Resolvendo o sistema, temos que:

9
R":—
X+ y—-2z=4 5

dy—9z=3 = y=-=

5z=-b6
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b) Seja a matriz incompleta do sistema

-1 3 -1
A= 3 -1 2
2 2 1

E a matriz completa do sistema

Agora, iremos encontrar os valores de p(A4) e p(B) escalonando a matriz B:

-1 3 -1 2 -1 3 -1 2 -1 3 -1 2
3 -1 2 1|-|0 8 -1 7|-|0 8 -1 7
2 2 1 3 0 8 -1 7 0 0 0 0

Assim, temos que p(A) = p(B) = 2 < 3 = n. Logo, o sistema € possivel e indeterminado.

Resolvendo o sistema, temos que:

d—9Hz
X =
8
—x+3y—1z=2 7+ 7
— V=
y—z=1 8
Z=2Z
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AVALIACAO - volumes 5,6 e 7

1)

al 6
b) 1
2)
1 3
[

a]lﬁl—2 a
1 1

by A" =1 2]
1 3
1 1 1

c) A"=|1 2 1]
1 1 3

3 Comod' =F sepuequec=4ded=2.

1)
2 -1
A*B=|3 -2
0 1
3 x=2;y=5z=—4
6)
)
4 3
D=, |=-4-21=-25
_ 32 _ _
Dp=|5, J|=-2+49=7

Dyy = _23 $|:14+12:25
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b}

0 2 1
=13 3 1|=15+8-36-12=-25
4 5 6
1 -1 0
Doyy=13 3 4=21-16-20421=¢6
4 5 7
1 0o 0
Dya=10 -2 1|=-12-7=-19
4 7 6
1 -1 0
D=0 2 1]|=2-3-3=-1
i 3 1
|
-3 4 0
Dy=|2 -1 2|=9+16—24=1
2 0 3
1 2 ]
Dp=|5 -1 2/=-3-8-30=-41
-2 0 3
1 0 0
D33= 1 -3 0|=-9
—2 2 3
1 0 2
D=1 -3 4|=3+4+30-8=29
5 2 -1

7
a)
ax 2o a? a 2a a? 1 2 a 1 1 a
x 4 1|1=x.]11 4 il=x.a.|1 4 1|l=ax.2.|]1 2 1
3x & 2 3 6 2 3 6 2 3 3 2

=2ax.(4+3a+3-6a-3-2)=2ax.{(2 - 3a) = dax — ba’x



Instituto Cidade de Deus
Gabaritos - NMatematica 2° EM

8]]

x* xy? ox 2 xy? ox
xy ¥ oyl=y e ¥ o1
¥ y? oz 2y oz

2 7T 6 11 1 1 2 1 1 1 2z
-2 14 9 22| _ -1 2 3 2|_ -1 2 3
4 21 15 55 =2.7.3.11. 2 3 5 5 162. 2 3 5
6 49 20 121 3 7 10 11 3 7 10
Pela Regra de Chig, temos que:
2+1 342 241 3 5 3 1 1 3
=462.|13-2 5-4 LH-2|=462.]1 1 3|=-462.|]3 5 3=
7—-3 10-6 11-3 4 4 8 4 4 8
5-3 3-9 2 -6
= — 462, = — 462 . = —462 .(—8) = 3696
|4—4 E—12| |IJ —4| (=8)
d) Pela propriedade de Filas Nulas, temos que:
3 5 /oy 4 7
2 1370119 17
9 27 I.'}|25 35|=10
16 51 (042 47
21 73 \0/] 54 49
2 2
zy x 1 1 |xzy x® x | g |y o ox y q e o ox
xz ¥y 1l=—.|xz vy 1=—.—|xyz y* 1=— —|xyz y* 1
xy oz b Y lxy zo1 T xyz z¢ 1 v xyz 2% 1

o b =

11
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1 x* «x
1 ¥ 1
1 =z 1

1 x* =x
1y oy
1 z2 =z

1
T xyz e

9) Pela propriedade de Vandermonde, temos que:

1 1 1 1
log 7 log 70 log 700 log 7000

(log7)? (log70)% (log 70072 (log7000)?
(log7)® (log70)® (log700)® (log7000)

= (log 7000 — log 7007 . (log 7000 — log 70} . (log 7000 — log 7) . (log 700 — log 70 .
(log 700 —log7) .(log 70 —log 7)

= (log 700 4+ log 10 — log 700} . (log 70 4+ log 100 — log 70) . (log 7 4+ log 1000 — log 7) .

(log 70 + log 10 — log 70) . (log 7 4+ log 100 — log 7) .(log 7 + log 10 — log 7)

=1.2.3.1.2.1=12

10) A Matriz A é uma Matriz Triangular, temos que:

A= @y . g g

—1000 = 10.a,.a,

iy .05 = =100

Sabemos por P.A. que:

a, =a, —3d =10 — 3d

dg = dg+ 2d = 10 4+ 2d

Assim, temos que:

iy .15 = =100
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(10 — 3d). (10 + 2d) = —100
—6d% —10d + 200 = 0

Resolvendo a equacao do segundo grau, temos:

Por hipatese, temos que d > 0, entao o = 5.

Logo,

iy =10—-3d =10 -15 = -5

Portanto,

Resposta: Alternativa D.

11)
1 -1 1| x 2
]—122.}::5
5 =1 5|| =z 1

w|-1 -2 1 =3




)

il

e)

f)

h)

a b
m n
ab —-b°
J2 -3
0 7
1 3
2 -3
-1 4 |,
2 -1
a —b
a- -b
1 1
-1 -1
5 0
(sen 9]
(cos @)
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-2 |.
3

~(sen @) |
(2cos @) |.
| (sen @) —(3cos @)

2
1'”V

=|{1-3t

_T+r_

ou
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12)
a) Naregra de Cramer calculamos o determinante principal e depois os secundédrios substituindo a
coluna das varidveis pela coluna dos termos independente. Assim, temos a seguinte matriz

incompleta:

e = Do
L I e B
e = o

Calculando o determinante, temos que:

2 1 2
D=1 2 1|=8+10+3-12A40 -2=-3
3 5 2

Agora vamos calcular o determinante secundirio Dy, antes devemos substituir toda a coluna do x

pela coluna do termo independente. Assim:

4 1 2
D=-1 2 1=16-10+1-4-20+2=-15
1 5 2

Prioximo passo € calcular o determinante D, antes vamos substituir a coluna y pela coluna do termo

independente. Entan:

2 4 2
D=1 -1 1|=-4+2+7+6-2-6=6
3 1 2

Proximo passo é calcular o determinante Dy, antes vamos substituir a coluna z pela coluna do termo

independente. Entan:

2 1 4

=1 2 —1=A20-3-24 +10-1=6
3 5

1

D

x
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Dressa tforma, podemos achar os valores de x, ¥ e 2 tazendo:

D 15
— *= =5
D 3
D6
=—r=—= —2
"D 3
D -3
Portanto, a solucao do sistemna é:
S={5-2.-2

b} WMa regra de Cramer calculamos o determinante principal e depois os secunddrios substituindo a
coluna das varidaveis pela coluna dos termos independente. Assim, temos a seguinte matriz
incompleta:

-1
2
1

—_— S
S I o

Calculando o determinante, temos que:

-1
2|=Z+0+6+2-2+0=8
1

y

Il
_— O =
L % T

Apgora vamos calcular o determinante secundario D, antes devemos substituir toda a coluna do x
pela coluna do termo independente. Assim:
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Proximo passo € calcular o determinante Dy, antes vamos substituir a coluna y pela coluna do termo

independente. Entio:

1 0 -1
D,=0 0 2|=0
1 0 1

Proximo passo é calcular o determinante D)y, antes vamos substituir a coluna z pela coluna do termo

independente. Entio:

]
——_
S T
= o 2

]

=

Dessa forma, podemos achar os valores de x, v e z fazendo:

D 0
x=—3(===
D 8

B

Portanto, a solucao do sistema é:

§=1{0,0,0}

¢) Naregra de Cramer calculamos o determinante principal e depois os secundarios substituindo a
coluna das varidveis pela coluna dos termos independente. Assim, temos a seguinte matriz

incompleta:
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Calculando o determinante, temos que:

1 1 -1
D=2 1 1|=1#7+3+3+1-7 =8
3 -1 1

Agora vamos calcular o determinante secundario D, antes devemos substituir toda a coluna do x
pela coluna do termo independente. Assim:

0 1 -1
D=1 1 1|=04#1+1+1+0-4=2
1 -1 1

Praximo passo € calcular o determinante D, antes vamos substituir a coluna y pela coluna do termo

independente. Entao:

1 0 -1
D=2 1 1|=12Z+0431+0=1
31 1

Proximo passo € calcular o determinante D, antes vamos substituir a coluna z pela coluna do termo
independente. Entao:

1 1 0
D=2 1 1|=1+0+3+01,2=3
3 -1 1

Dessa forma, podemaos achar os valores de x, v e z fazendo:

D, 2
A=s—==—=—
D 8
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Portanto, a solucio do sistema é:

d) Iremos resolver esta questao por escalonamento, entao temos o seguinte sistemna:

—a—4b+2c+d =-32
2a—-b+Tc+9d =14
—a+b+3c+d=11
a—-2b+c—4d=-4

L

Transformando o sistema em matriz, temos que:

-1 -4 2 -32
2 =1 7 9 14
-1 1 3 1 11
1 -2 1 -4 -4
Fazendo [ — —L , temos que:
-1 -4 2 327 [1 4 -2 -1 32]
2 -1 7 9 14 2 -1 7 9 14
—»
-1 1 3 1 11 -1 1 3 1 11
1 -2 1 -4 -4 |1 -2 1 -4 -4]
Fazendo L, — 21 - L, temos que:
1 4 -2 -1 32| [1 -2 -1 32]
0 9 -11 -11 50 0 9 -11 -11 50
—p
-1 1 3 1 11 0 5 1 0 43
1 -2 1 4 -4 |1 -2 1 -4 -4
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Fazendo [, — [, — [, temos que:

1 4

0o 9
0 5
1 -2

-2 -1 32
-11 -11 a0
1 0 43
I -4 -4

Fazendo [, —:-—g L, + [, . temos que:

e e N e T
= & § B = [

-11
1

Fazendo L, — —g L + L, . temos que:

1 4
0 9

0 6

—2

-11

64

-3

Fazendo [, —:r—gﬂgj,[,,

14
n 9

0 0

-2
-11
64

-1 32
—11 50
0 43
3 36
-1 32
=11 50
a0 137
9 9
3 36
temos que:
-1 32
=11 50
55 137
9 9
93 24
9 9

e N e

4 =]

o B e

-2 -1 32
-11 —-11 50
1 0 43
-3 3 36]
-2 -1 32 ]
-11 —-11 50
64 55 137
9 9 9
-3 3 36
-2 -1 32
-11 —-11 50
64 55 137
9 9 9
39 93 24
9 9 9
-2 -1 32 ]
~-11 -11 50
64 55 137
9 9 9
o 423 423
64 64 |
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Transformando em sistema, temos que:

a+4b-2c-d=32
9h—11c—11d =50 a=>3
64 55 . 137 b=8

4 _x'-|——d:_ :}4
9 9 c=3
123 423 d=-1
64 64

Portanto, a solucio do sistema é:

5=158,3-1}

13)

a) Transformando o sistema em matriz, temos que;

2 1 -2 10
3 2 2 1
34 3 4
Fazendo L—}Eil,temnsque:
Lo s
2 1 -2 10 2
3 2 2 1|— 2 1
5 4 3 4 | |
Fazendo [, — 3L - L, temos que:
C1 101 L s
1 E -1 5 2
2 2 1|=|0 —% -5 14
4 4 5 4 3 4
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Fazendo L, —» 5L — L , temos que:

1 1 -1 5 1 1 -1 5
2 2
1 1
0 —— =5 14|—|0 5 -5 14
S N S
i 1L 2 |
Fazendo [, —»-2L,  temos que:
- { - i i
1 - -1 35 1
2 1 P -1 5
0 —% -3 l4|=|0 1 10 -28
3
0 —; s a1 |0 73

3
Fazendo L, — 2 L, + L, temos que:

1 1 -1 5 1 1 -1 5
2 2

0o 1 10 -28|—|0 1 10 -28

0 _% 8 921 0o o0 7 -21

Fazendo [, — f:’ , temos que:

1 1 -1 5 1 1 -1 5
2 2

0 1 10 -28/— /0 1 10 -28

0o o0 7 -21 0o 0 1 -3
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Transformando em sistema, temos que:

+l —-Z=25
X Ey z= v=1
5 y+10z=-28 =4 y=2

z=-3 z=-3

b} Escalonando o sistema, temos que:

1 2 -1 0 1 2 -10 |1 2 -10
2 -1 3 0~0 -5 5 0=0 -5 5 0
4 3 1 0 |0 -5 5 0O [0 0 0 0

Transformando em sistemna, temos que:

X=-2z

x+2y—2=0
= 4 y=2z

-Sy+5z=0
z=2z

Portanto, temos como solucio do sistema:

S={—ziziz}; ze R

¢) Transformando o sistema em matriz, temos que:
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Fazendo [, — 20 — [, temos que:

1 -1 2 -1
2 1 -2 =2
-1 -4 1
'3 0 0 -3
Fazendo [, — L + L, temos que:
(1 -1 2 -1
0 -3 6 0
-1 2 -4 1
(3 0 0 -3
L
Fazendo I, - —, temos que:
1 -1 2 -1
0 -3 6 0
0 -2 0
3 0 0 -3
Fazendo [, — [,— L . temos que:
(1 -1 2 -1
0 -3 6 D
0 1 -2 0
1 0 0 -1
Fazendo L, —1%, temos que:
1 -1 2 -1
0 -3 6 0
0o 1 -2 0
o1 -2 0

L I e R e R

—_— o o =

e R R

o o QO =

-1
-3

(=

2 -1 -1
65 0 0
-4 1 1
0 -3 -3
2 =1 -1]
65 0 0
-2 0 0
0 -3 -3
2 -1 -1]
5 0 0
-2 0 0
0 -1 -1]
2 —1 -1
6 0 0
-2 0 0
-2 0 0]
2 -1 -1]
-2 0 0
-2 0 0
-2 0 0]




Fazendo L, — [, — L, temos que:

1
0
0
0

Fazendo L, — L — L, temos que:

o R T .

Transformando em sistema, temos que:

|

x—y+2z—w=-1

y=-2z=0

Fazendo L, — 21, - L, temos que:

-1 2 -1 -1] [1 -1 2 -1 -1
1 =2 0 0 o1 -2 0 0
1 =2 0 0 o 0 0 0 0
1 -2 0 0} |01 -2 0 0]
-1 2 -1 -1] [1 -1 2 -1 -1]
1 -2 0 0 o0 1 -2 0 0
o0 0 0O 0 o 0 0O 0 0
1 -2 0 0] [0 0 0 0 0]
—y+2z—w=-1 —W=-—
:3{1 y+2z—w . r;EE;EH W L:
u}-"=22 y= 27
d) Transformando o sistema em matriz, temos que:
1 1 1 4
2 3 -2 3
7 =7 35
1 1 1 4 1 1 1
2 5 -2 3|—|0 -3 4 5
1 7 -7 5 1 7 -7 5
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x==1+w
y=2z
Z=z

W= W
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Fazendo L, — [, - [, temos gue:

0 -3 4 5|—(0 -3 4
1 7 -7 5 0 6 -8 1

Fazendo L, — L +2L, , temos que:

I 1 1 4 I 1 1 4
0 -3 4 5|—|0 -3 4 5
0 6 -8 1 0 0 0 11

Transformando em sistema, temos um sistema impossivel:

x+ y+z=4
-3y+4z=5

N

0x+0y+0z=11

e} Transtformando o sistema em matriz, temos que:

1 -2 3 0
2 5 6 0

Fazendo L, — 2L — L, temos que:
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Transformando em sistema, temos que:

x=-3z
x—2y+3z=0 x—20+3z=0
= y=0
Gy=0 y=0
£= £
f} Transformando o sistema em matriz, temos que:
(1 1 1 1 0]
1 1 1 -1 4
1 1 -1 1 -4
1 -1 1 | 2 |
Fazendo L, — L, — L, temos que:
11 1 1 0] |1 1 1 1 0]
1 1 1 -1 4 o0 0 2 -4
¥
1 1 -1 1 -4 1 1 -1 1 -4
1 -1 1 1 2| [1 -1 1 1 2|
Fazendo [, — [ — L, temos que:
(1 1 1 1 0] [1 1 11 O]
0o 0 0 2 4 0 0 0 2 -4
—
1 1 -1 1 4 0o 0 2 0 4
1 -1 1 1 2| |1 -1 11 2
Fazendo L, — I, - I, , temos que:
1 1 11 0] [1 111 0
o0 0 0 2 -4 00 0 2 -4
—
0o 0 2 0 4 00 2 0 4
1 -1 11 2| |0 200 -2
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Invertendo as linhas L, e L, temos que:

1 111 0] [1 111 0]
000 2 —4 0200 -2
—}

00 2 0 4 00 2 0 4
02 0 0 -2 (000 2 —4]

Transformando em sistema, temos ques:

(x+ y+z+t=0 [ x=1
2y=—2 y=-1

1 —
2z=4 z=12
2t=—4 t=—2

14)

4) Primeiramente, sabemos que, se

O teorema tem solucio dnica (Teorema de Cramer).
Se [ = 0, o sistema podera ser indeterminado ou impossivel.

Analisando o caso D = 0, temos que:

1 -

D=|2 a

|=a+2=0=a=-2

Se o = -2, temos o seguinte sistema:

I—_‘_l."=2 II—}"=2 —}r=2 _1;—}.-=2
= =3 =
I21—2y=b 2(x—y)=0b {2_2={;| [ﬂ=b_4

Assim, temos que:

[b — 4 =0 = Sistema Possivel e Indeterminado
b—4 %0 = Sistema Impossivel
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Portanto, temos que:

i
[
e

b) Primeiramente, sabemos que, se

-2 = Sixtema Possivel e determinadno
-2 e bh=4 = Sistema Possievel e Indeterminado
-2 e b#4 = Sistema Impossivel

[

a 1 2
D=\2a -1 2|20
2 1 2

0 teorema tem solucdo dnica (Teorema de Cramer).
Se [ = 0, o sistema podera ser indeterminado ou impossivel.

Analisando o caso D = 0, temos que:

D=[2a -1 2|=-2ai4a+4+4-2a-44=-4a+8=0=a=2

Se a=2, temos o seguinte sistema:

2x+ y+2z=5b |2x+y+2z=Db 2x+ y+2z=D>
dx—y+2z=1=qdx—y+2z=1= (dx—y+2z=1
2x+ y+2z=3 b=3 0=3-b

Assim, temos que:

{3 — b =0=Sistema Possivel e Indeterminado

3— b+ 0= Sistema Impossivel
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Portanto, temos que:

a# 2 = Sistema Possivel e Determinado
a# 2 e b=3 = Sistema Possivel e Indeterminado

a+ 2 e b# 3= Sistema Impossivel

15)

a) Seja a matriz incompleta do sistema

2 -1 1
A=|1 2 1
1 1 2
E a matriz completa do sistema
2 -1 1 4
B=|1 2 1 1
1 1 2 3

~ 1
1 1 1 —(— = 2 1 1 1
1 —— = 2 1 = = 2 1 —=
2 -1 1 4 2 2 Ezf 2 2 2
1 2 1 1/[|=]1 2 llf—ﬂEE—l«ﬂ 1 -2(~|0 3
1 1 2 3l |1 1 2 3 3 3 0 3 2 0 0o
(= |
- __22__ -

Assim, temos que p(A) = p(B) = 3 = n. Logo, o sistema é possivel e determinado.

Resolvendo o sistemna, temos que:

— N||—|
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X— 1 y+ 1 z=2 x=1
2 2
2
; dSy+z=-2 = y= 3
4z=% . i
3
b} Seja a matriz incompleta do sistema
-1 -1 1]
A= 2 1 1
5 4 -2
E a matriz completa do sistema
-1 -1 1 0]
B=2 1 1
5 4 -2 1

Agora, iremos encontrar os valores de p(A) e p(B) escalonando a matriz B:

-1 1 0 1 1 -1 0 1 1 -1 0 1 1 -1 0
1 1 1(1-{2 1 1 1|-j0 1 -3 -1(-|0 1 -3 -1
4 -2 1 2 4 -2 1 01 -3 -1 00 0 O

Assim, temos que plA) = p(B) = 2 < n. Logo. o sistema é possivel e indeterminado.

Resolvendo o sistema, temos que:
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x+y—z=0 x=1-2z
y=3z=-1= y=-1+3z

Oz=10 =2z

¢} Seja a matriz incompleta do sistema

(3 4 -1 2]
2 -2 1 -3
A=
-1 2 -1
| 2 1 1

E a matriz completa do sistema

Apgora, iremos encontrar os valores de p(A) e p(B) escalonando a matriz B.

2
Fazendo L, —r—g I+ [, . temos que:

a4 1 2 27 |3 4 1 2 2
2 2 1 3 5 n—%g—%%
-1 3 2 -1 3 1 s 1 3
2 7 1 1 -1 2 7 1 1 1
Fazendo £3—>;£|+£3,temn5que:

3 4 -1 2 27 (% b 2
o M 3 I3 1110 _% g ‘% %

3033 3T e 5 1
-1 2 -1 3 0o = = = —
) L . 3 3 3 3
- Yl 7T 11 -1
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2
Fazendo [, —:r—E I+ L, temos que:

3 4 -1 2 2] 3 -l 2
o M 5 13ulfo -T2 23
T T
R R e R
3 3 3 3 133 : ? 3
2 7 1 1 =1| |l =2 = _=- _=
- - L 3 3 3 ]
13
Fazendn [l—rﬁiz+£3.temusque:
3 4 -1 2 273 4 -1 2 ]
o (M4 5 131l M 5 131
3 3 3 3 3 3 3 3
13 5 1 11|~ 45 61
0o = = = = 0 0 — —— —
3 3 3 3 14 14 14
p B 5 1 Ti), B8 5 17
| 3 3 3 3] L 3 3 3 3
13
Fazendo L4—>EL£+L4,temns que
'3 4 -1 2 2] [3 4 -1 2 2|
14 5 13 11 14 5 13 11
0 —— = = = 0 -— = = —
3 3 3 3 3 3 3 3
45 61 99 |-
0 0 — = = 0 0 H 6w
14 14 14 14 14 14
o B 5 1 Tlg g 45 6L IS
i 3 3 3 3 L 14 14 14
Fazendo L, —»—L + L, temos que:
3 L2240 ey 2 27
-
o3 Sy
45 61 99|~ 33 33
p o =22 22 = o o 15 61 99
1o TRRTINY
o o =2 -2 Z2llo o 0o o0 -6
i 14 14 14! * -




Instituto Cidade de Deus
Gabaritos - NMatematica 2° EM

Transformando em sistema, temos que:

3x+4y—z+2t=2
o5 131

377377373
45 61 99

147 14 14
 0x+0y+0z+0r=-6

Assim, temos que o sistema € impossivel.

d) Seja a matriz incompleta do sisterna

1 1 1
A=|1 -1 1
1 2 1
E a matriz completa do sistema
I 1 1
B=|1 -1 1
1 2 1 -1

Apgora, iremos encontrar os valores de p(A) e p(B) escalonando a matriz B.

Fazendo [, — [, — L, . temos que:

1 1 1 2 1 11 2
1 =11 2(-|0 2 0 0
1 2 1 -1 1 2 1 -1
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Fazendo [, — L, — L,. temos que:

Transformando em sistemna, temos que:

(x+y+2z=2 [x+y+z=2

A,

2y=0 =< y=0

—y=3 y=-3

Assim, temos que o sistema é impossivel.

VOLUME 8
Licdo 16 - Analise combinatoria (I)
No outro documento
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